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Resumen

Saber contar es algo importante en Matematicas. Ya
Arquimedes en su libro “Arenario” se preguntaba cémo
contar el numero de granos de arena que habia en la
Tierra.

En este capitulo vamos a aprender técnicas que nos
permitan contar. Vamos a aprender a reconocer las
permutaciones, las variaciones y las combinaciones; y a
utilizar los nimeros combinatorios en distintas situaciones,
como para desarrollar un binomio elevado a una potencia.

Estas técnicas de contar las utilizaremos en otras partes de
las Matematicas como en Probabilidad para contar el nUmero de casos posibles o el nimero de casos
favorables.
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1. PERMUTACIONES

1.1. Diagramas en arbol

Actividades resueltas

e En una fiesta se cuenta con tres grupos musicales que deben actuar. Para organizar el orden de
actuacion, écudntas posibilidades distintas hay?

Una técnica que puede ayudar mucho es confeccionar un diagrama en darbol. Consiste en una
representacion por niveles en la que cada rama representa una opcién individual para pasar de un nivel
al siguiente, de tal manera que todos los posibles recorridos desde la raiz hasta el dltimo nivel, el nivel
de las hojas, son todos los posibles resultados que se pueden obtener.

Llamamos a los tres grupos musicales A, By C.

Primer nivel del drbol: En primer lugar podran actuar o bien A, o bien B o

A
bien C. /B
\C

Segundo nivel del drbol: Una vez que
el grupo A ha sido elegido para
actuar en primer lugar, para el
segundo puesto sdélo podremos
colocar a B o a C. lgualmente, siya B
va en primer lugar, solo podran estar en el segundo lugar Ao C. Y si
actua en primer lugar C, para el segundo puesto las opciones son A
y B.

Primer lugar 2° lugar
B

w
w>r0>*rO0

Tercer nivel del drbol: Si ya se hubiera decidido que en primer lugar actua el grupo A y en segundo el
grupo B, ¢para el tercer lugar, que se puede decidir? Sélo nos queda el grupo C, y de la misma manera,

en todos los otros casos, sélo queda una Unica posibilidad Primer lugar 2° lugar 30 lugar

Confeccionar el diagrama en arbol, incluso Unicamente B O
comenzar a confeccionarlo, nos permite contar con A <: g —= H
seguridad y facilidad. Para saber cuantas formas tenemos de A—— C
organizar el concierto, aplicamos el principio de 8 < C =" A
multiplicacién: sélo tenemos que multiplicar los nimeros de il A— B

B—— A

ramificaciones que hay en cada nivel: 3-2 -1 =6 formas de
organizar el orden de actuacion de los grupos.

También permite escribir esas seis posibles formas sin mas que seguir al arbol: ABC, ACB, BAC, BCA,
CAB, CBA.

e En una carrera compiten 5 corredores y se van a repartir tres medallas, oro, plata y bronce, ¢de
cudntas formas distintas pueden repartirse?

Hacemos el diagrama en arbol. El oro lo pueden ganar los cinco corredores que vamos a llamar A, B, C,
D y E. Hacemos las cinco flechas del diagrama. Si el oro lo hubiese ganado el corredor A, la plata sélo la
podria ganar alguno de los otros cuatro corredores: B, C, D o E. Si el oro lo hubiera ganado B también
habria cuatro posibilidades para la medalla de plata: A, C, Dy E. Y asi con el resto.

Si suponemos que la medalla de oro la ha ganado A y la de plata B, entonces la medalla de bronce la
pueden ganarC,D o E.
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Por tanto hay 5 - 4 - 3 = 60 formas distintas de repartir las tres medallas entre los cinco jugadores.

ORO PLATA BRONCE

AEMOM CORmmpMORma

Actividades propuestas
1. Haz diagramas en arbol para calcular:
a) Cudntas palabras de dos letras (con significado o sin él) puedes escribir con las letras A, B o C.

b) Cuantas palabras de tres letras que empiecen por vocal y terminen por consonante se pueden
formar con las letras del alfabeto. (Recuerda que hay 5 vocales y 22 consonantes).

2. Anatiene 5 camisetas, 3 pantalones y 4 pares de zapatillas. ¢ Puede llevar una combinacién diferente
de camiseta, pantalén y zapatilla durante dos meses (61 dias)? ¢Cudntos dias deberd repetir
combinacidn? Ayuda: Seguro que un diagrama en arbol te resuelve el problema.

3. En un tablero cuadrado con 25 casillas, ¢de cudntas formas diferentes podemos colocar dos fichas
idénticas, de modo que estén en distinta fila y en distinta columna? Sugerencia: Confecciona un
diagrama de arbol. ¢ Cudntas casillas hay para colocar la primera ficha? Si descartamos su fila y su
columna, éen cudntas casillas podemos colocar la segunda ficha?

1.2. Permutaciones u ordenaciones de un conjunto

Llamamos permutaciones a las posibles formas distintas en que se puede ordenar un conjunto de
elementos distintos.

Cada cambio en el orden es una permutacion.
Ejemplos:
e Son permutaciones:

0 Las formas en que pueden llegar a la meta 10 corredores.
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0 Las palabras de cuatro letras, sin repetir ninguna letra, con o sin sentido que podemos
formar con las letras de la palabra MESA.

0 Los numeros de 5 cifras distintas que se pueden formar con los digitos: 1, 2, 3,4y 5.

El nimero de permutaciones de un conjunto de n elementos se designa por P,, y se lee permutaciones
de n elementos.

La actividad resuelta de los tres grupos musicales que iban a actuar en una fiesta era de permutaciones,
era una ordenacion, luego lo escribiriamos como P3, y se lee permutaciones de 3 elementos.

Actividades resueltas

e En la fase preparatoria de un campeonato del mundo estdn en el mismo grupo Espafa, Francia y
Alemania. Indica de cudntas formas pueden quedar clasificados estos tres paises.

Son permutaciones de 3 elementos: P3. Hacemos un

Primero Segundo  Tercero . ) ) N
diagrama de arbol. Pueden quedar primeros Espaina (E),

F — A . . . ~

£ _< & h Francia (F) o Alemania (A). Si ha ganado Es‘pana, pu.eden
E 5 optar por el segundo puesto F o A. Y si ya hubiesen

F -< — ganado Espafia y luego Francia, para el tercer puesto
E — = F s6lo quedaria Alemania.

B e = =

Pueden quedar de 3 -2 - 1 = 6 formas distintas.

En general para calcular las permutaciones de n elementos se multiplica n por n — 1, y asi, bajando de
uno en uno, hastallegara1: P,=n - (n—1)- (n—2)-..-3-2-1. A este nimero se le llama factorial de
n, y se indica n!

P,=n-(n-1): (n-2)-...-3-2-1=n!

Corresponde a un arbol de n niveles con n, n — 1, n — 2, ..., 3, 2, 1 posibilidades de eleccién
respectivamente.

Para realizar esta operacion con la calculadora se utiliza la tecla |I|
Ejemplos:
e Lasformas en que pueden llegar a la meta 10 corredores son:
P1p=10!=10-9-8-..-3-2-1=3628800.
e Las palabras con o sin sentido que podemos formar con las letras, sin repetir, de la palabra MESA
sonP;=41=4-3-2:1=24,
e Los numeros de 5 cifras, todas distintas, que se pueden formar con los digitos: 1, 2, 3, 4y 5 son:
Ps=5!=120.

e Espafa, Francia y Alemania pueden quedar clasificados de P; = 3! = 6 formas distintas.
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Actividades propuestas

4. ¢De cuantas formas pueden repartirse cuatro personas, cuatro pasteles distintos, comiendo cada
persona un pastel?

5. En una carrera de caballos participan cinco caballos con los numeros 1, 2, 3, 4 y 5. {Cual de ellos
puede llegar el primero? Si la carrera estd amafiada para que el numero cuatro llegue el primero,
¢cudles de ellos pueden llegar en segundo lugar? Si la carrera no estda amanada, ¢de cuantas formas
distintas pueden llegar a la meta? Haz un diagrama en arbol para responder.

6. ¢De cuantas maneras puedes meter cuatro objetos distintos en cuatro cajas diferentes, si sélo
puedes poner un objeto en cada caja?

7. ¢Cuantos paises forman actualmente la Unidén Europea? Puedes ordenarlos siguiendo diferentes
criterios, por ejemplo por su poblacidn, o con respecto a su produccidon de acero, o por la superficie
qgue ocupan. ¢De cudntas maneras distintas es posible ordenarlos?

8. En el afio 1973 habia seis paises en el Mercado Comun Europeo. é{De cudntas formas puedes
ordenarlos?

9. En una oficina de colocacién hay siete personas. ¢De cudntas formas distintas pueden haber
llegado?

Actividades resueltas

6!

e Cdlculo de — .
31

Cuando calculamos cocientes con factoriales siempre simplificamos la expresién, eliminando los
factores del numerador que sean comunes con factores del denominador, antes de hacer las
operaciones. En general siempre suele ser preferible simplificar antes de operar, pero en este caso
resulta imprescindible, para que no salgan nimeros demasiado grandes.

6I _6-5-4-3-2:1

=6-5-4=120.
3' 3-2-1

e Expresa, utilizando factoriales, los productos siguientes: a) 10-9:-8; b) (n+4)-(n+3)-(n+2);
10-9-8-7-6-5-4-3-2-1 _ 10!
7-6-5-4.3-2-1 7!
(n+4)!
(n+1)!

Actividades propuestas

a) 10-9-8=

b) (n+4) - (n+3) - (n+2) =

10. Calcula: a) ﬂ; b) ;) ——; d) g, ) l 2! ; ) ﬂ
41 ! 5l 3' 5 346!
11. Calcula: a) (n+1) ; b) (n+ 4!, ; C) (n+4)!;d nt .
n! (n+3)!" " (n+2)! (n-1!

12. Expresa utilizando factoriales: a) 5:4-3; b) 10-11-12-13; c) 8-7-6; d) 10-9.
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13. Expresa utilizando factoriales: a) (n+3):(n+2)-(n+1); b) n-(n+1)-(n+2)-(n+3); c) n-(n+1)-(n+2)-... -(n+k).

14. Escribe en forma de factorial las distintas formas que tienen de sentarse en una clase los 30 alumnos
en los 30 puestos que hay. (No lo calcules. El resultado es un nimero muy grande, para calcularlo se
necesita un ordenador o una calculadora, y habria que recurrir a la notacidn cientifica para
expresarlo de forma aproximada).

15. Nueve ciclistas circulan por una carretera en fila india. ¢De cuantas formas distintas pueden ir
ordenados?

2. VARIACIONES

2.1. Variaciones con repeticion

Ya sabes que las quinielas consisten en adivinar los resultados de 14 partidos de futbol sefialando un 1
si pensamos que ganara el equipo de casa, un 2 si gana el visitante y una X si esperamos que haya
empate. En una misma jornada, écudntas quinielas distintas podian rellenarse?

Observa que ahora cada diferente quiniela consiste en una secuencia de los simbolos 1, 2 y X, en las que
el mismo simbolo puede aparecer varias veces repetido a lo largo de la secuencia y dos quinielas
pueden diferenciarse por los elementos que la componen o por el orden en que aparecen.

Actividades resueltas

) . . ) 0T
e Con dos simbolos, 0y 1, écudntas tiras de 4 simbolos se pueden <:L=::
escribir?

Igual que en anteriores ejemplos, formamos el diagrama de arbol.
Observando que en el primer lugar de la tira podemos poner los
dos simbolos. En el segundo lugar, aunque hayamos puesto el 0,
como se puede repetir, podemos volver a poner el 0y el 1. Lo
mismo en el tercer y en el cuarto lugar. Es decir, el nUmero de
ramificaciones no se va reduciendo, siempre es igual, por lo tanto
el nimero de tiras distintas que podemos formar es

D=2 020-20-0

A 0ana

e
%
L2

/&/\/\A/\/\/\

2-2-2-2=2%=16tiras distintas.

Las diferentes secuencias de longitud n que se pueden formar con un conjunto de m elementos
diferentes, se llaman variaciones con repeticion de m elementos tomados de n en n. El nimero de
diferentes secuencias que se pueden formar se designa con la expresion VR, ,. y se calcula con la
formula:

VR, =m"
En la actividad resuelta anterior son variaciones con repeticidon de 2 elementos tomados de 4 en 4:

VR, = 2* = 16 tiras distintas.
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Actividad resuelta

e En el calculo del numero de quinielas distintas, los elementos son 3 (1, 2, X) y se forman secuencias
de longitud 14, por lo tanto se trata de variaciones con repeticion de 3 elementos tomados de 14 en
14:

VR314 = 3" = 4 782 969.

Para tener la certeza absoluta de conseguir 14 aciertos hay que rellenar 4 782 969 apuestas simples.

e La probabilidad de que te toque una quiniela en una apuesta simple es, por tanto, m .

Actividades propuestas
16. Con los 10 digitos, ¢cuantos numeros distintos pueden formarse de 6 cifras?

17. Con los 10 digitos y las 22 consonantes del alfabeto, écuantas matriculas de coche pueden formarse
tomando cuatro digitos y tres letras?

18. Un byte u octeto es una secuencia de ceros y unos tomados de 8 en 8. {Cuantos bytes distintos
pueden formarse?

19. Calcula: a) VR4 2; b) VR4 4; ) VR112; d) VR 11.

20. Expresa con una férmula:
a) Las variaciones con repeticidon de 3 elementos tomadas de 5 en 5.
b) Las variaciones con repeticion de 7 elementos tomadas de 2 en 2.
c) Las variaciones con repeticién de 5 elementos tomadas de 4 en 4.

21. ¢ Cuantas palabras de tres letras (con significado o no) puedes formar que empiecen por consonante
y terminen con la letra R?

2.2. Variaciones sin repeticion

Actividades resueltas
Presidente/a Secretario/a Tesorero/a

e Una asociacion de vecinos va a renovar la
junta directiva. Esta consta de tres cargos, 2
presidencia, secretaria y tesoreria. a) Si 1 é 3 __2
Unicamente se presentan cuatro personas.
¢De cudntas maneras puede estar formada 1 -

3
a
2
4
2
3
3
A

la junta? b) Si, antes de que empiece la 2 é B i}

votacion, se presentan otros dos 4 —— :13

candidatos, d¢cudntas juntas diferentes >

. ] e——
odrdn formarse ahora?

p f 3 é D! ——
a) Confeccionamos nuestro diagrama en arbol. 4 — 5
Numeramos los candidatos del 1 al 4. A la i %
presidencia pueden optar los 4 candidatos, 4 1 ?

ero si un determinado candidato ya ha sido el 13
p B e—— 1

elegido para la presidencia, no podrd optar a
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los otros dos cargos, por lo que desde cada una de las primeras cuatro ramas, sélo saldran tres ramas.
Una vez elegida una persona para la presidencia y la secretaria, para optar a la tesoreria habra
Unicamente dos opciones, por lo cual de cada una de las ramas del segundo nivel, salen dos ramas para
el tercer nivel.

De este modo, multiplicando el nimero de ramificaciones en cada nivel, tenemos que la junta puede
estar formada de 4 - 3 - 2 =24 maneras.

b) Si en lugar de 4 candidatos fuesen 6, podria estar formada de 6 - 5 - 4 = 120 maneras.

Estas agrupaciones de elementos, en que un elemento puede aparecer en cada grupo como maximo
una vez, sin repetirse, y cada grupo se diferencia de los demas por los elementos que lo componen o
por el orden en que aparecen se denominan variaciones sin repeticion.

En las variaciones, tanto con repeticion como sin repeticion, se tienen en cuenta el orden y los
elementos que forman el grupo. La diferencia es que en las variaciones con repeticidon pueden repetirse
los elementos y en las variaciones ordinarias no. En el ejemplo anterior no tendria sentido que un
mismo candidato ocupara dos cargos, no se repiten los elementos.

Las variaciones sin repeticion (o simplemente variaciones) de m elementos tomados de n en n se
designan como Vp,,. Son los grupos de n elementos distintos que se pueden formar de modo que un
grupo se diferencie de otro bien por los elementos que lo componen bien por el orden en que
aparecen.

El niumero de variaciones es igual al producto de multiplicar n factores partiendo de m y decreciendo de
uno en uno:

Vmn=m-(m-1)-(m-2)-... (n factores)
Observaciones

1) m debe ser siempre mayor o igual que n.

2) Las variaciones de m elementos tomados de m en m coinciden con las permutaciones de m
elementos: Vi, m = Pp.

Actividades resueltas

e Observa las siguientes variaciones e intenta encontrar una expresion para el ultimo factor que se
multiplica en el cdlculo de las variaciones:

a) V43=4-3-2

b) Ve3=6-5-4

c) Vig=10-9:-8:-7-6-5

d) Vo4=9-8-7-6
Enelcasoa)2esigualad—-3+1.
Enb)4=6-3+1.
Enc)5=10-6+1.
End)6=9-4+1.
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En general el dltimo elemento es (m—n + 1).
Vmn=m-(m-=1)-(m=2)-..-(m-n+1)
e FEscribe la formula de las variaciones utilizando factoriales:

41
a) V4'3—4'3'2—E

o
b V :6-5.4=7
) 6,3 3
I
C) V10,6=10'9'8'7'6-5:1T0|-

!
d) Vos4=9-8-7-6=—
) 9,4 g

Para escribirlo como cociente de factoriales se debe dividir por (m—n)!.

m!

Vin=m:-(m-1)-(m-2)-...-(m-n+1)= —— _
(m—n)!

Para realizar esta operacion con la calculadora se utiliza la tecla etiquetada

Actividades propuestas

22. Tres personas van a una pasteleria en la que Unicamente quedan cuatro pasteles, distintos entre si.
¢De cuantas formas distintas pueden elegir su pastel si cada una compra uno?

23. Con los 10 digitos se desean escribir nUmeros de cuatro cifras, todas ellas distintas. ¢Cuantas
posibilidades hay para escribir la primera cifra? Una vez elegida la primera, écuantas hay para elegir
la segunda? Una vez elegidas las dos primeras, écuantas hay para la tercera? ¢ Cuantas posibilidades
hay en total?

24. Si tienes 9 elementos diferentes y los tienes que ordenar de 5 en 5 de todas las formas posibles,
écuantas hay?

25. Con las letras A, By C, é¢cuantas palabras de 2 letras no repetidas podrias escribir?
26. Con los digitos 3, 5, 7, 8 y 9, écuantos numeros de 3 cifras distintas puedes formar?

27. Calcula: a) V11,6,' b) V7,5,' C) Vgl4.

| | |

28. Calcula: a) L; b) E; c) &
3! 4 8l

Otra observacion

Hemos dicho que V,,, = Py, pero si utilizamos la formula con factoriales tenemos que Vpm = Py =
I I

_ M ™ para que tenga sentido se asigna a 0! el valor de 1.

(m-m)! 0!

o!=1.
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3. COMBINACIONES

3.1. Combinaciones

Actividades resueltas

e En una libreria quieren hacer paquetes de tres libros, usando los seis libros mds leidos. ¢ Cudntos
paquetes diferentes podrdn hacer?

En este caso cada grupo de tres libros se diferenciara de los otros posibles por los libros (elementos)

que lo componen, sin que importe el orden en que estos se empaquetan. A esta agrupacion se la
denomina combinacidn.

Se llama combinaciones de m elementos tomados de n en n y se designa C,, a los grupos de n
elementos que se pueden formar a partir de un conjunto de m elementos diferentes entre si, de modo

gue cada grupo se diferencie de los demas por los elementos que lo forman (no por el orden en que
aparecen).

Designamos los libros con las letras A, B, C, D, Ey F.

Paquetes con A Paquetes sin A pero con B | Paquetes sin A ni B pero con C

ABC BCD CDE

ABD ACD BCE BDE CDF  CEF DEF
ABE ACE ADE BCF BDF BEF

ABF ACF ADF AEF

Hemos formado primero todos los paquetes que contienen el libro A, hay 10; Luego seguimos
formando los que no contienen el libro A pero si contienen el B. Luego los que no contienen ni A ni B
pero si C. Y por ultimo, el paquete DEF que no contiene los libros A, B ni C. Con este recuento hemos
identificado un total de 20 paquetes distintos. Cg 3 = 20.

Esta forma de hacerlo es poco practica. Para encontrar una formula general que nos permita calcular el
numero de grupos, vamos a apoyarnos en lo que ya sabemos.

Si fuera relevante el orden en que aparecen los libros en cada paquete, ademds de los libros que lo
componen, seria un problema de variaciones y calculariamos: Vg3 =6 - 5 -4 = 120 diferentes:

ABC, . ABE, ABF, ACB, ACD, ACE, X3, . ADC, ADE, ADF, AEB, AEC, AED, AEF, AFB, [N, AFD, AFE,
BAC, BB, BAE, BAF, BCA, BCD, BCE, BCF, BB, BDC, BDE, BDF, BEA, BEC, BED, BEF, BFA, BFC, BFD, BFE,
CAB, CAD, CAE, [, CBA, CBD, CBE, CBF, CDA, CDB, CDE, CDF, CEA, CEB, CED, CEF, [, CFB, CFD, CFE,
BB, pAc, DAE, DAF, BB, DBC, DBE, DBF, DCA, DCB, DCE, DCF, DEA, DEB, DEC, DEF, DFA, DFB, DFC, DFE,
EAB, EAC, EAD, EAF, EBA, EBC, EBD, EBF, ECA, ECB, ECD, ECF, EDA, EDB, EDC, EDF, EFA, EFB, EFC, EFD,
FAB, @X8, FAD, FAE, FBA, FBC, FBD, FBE, 8, FCB, FCD, FCE, FDA, FDB, FDC, FDE, FEA, FEB, FEC, FED.

En la lista anterior hemos sefialado con el mismo color algunos de los paquetes que contienen los
mismos tres libros, verds que el paquete con los libros A, B y C se repite seis veces: ABC, ACB, BAC, BCA,
CAB, CBA. Las mismas veces se repite el paquete ABD, el ACF, etc. Puedes probar a sefialar cualquier
otra combinacién y veras que todas estan repetidas exactamente seis veces. Ello es debido a que hay
seis variaciones posibles con la misma composiciéon de elementos, que se diferencian por el orden (las
permutaciones de esos tres elementos que son P3; = 6). Asi pues, como en el recuento de variaciones,
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cada paquete esta contado P; = 6 veces. Para saber el nimero de paquetes diferentes dividimos el total
de variaciones entre P3= 6.

Por tanto basta con dividir las variaciones entre las permutaciones:

\ 120
6,3
C5,3= — =—=20.

P, 6
Y, en general, de acuerdo con el mismo razonamiento se calculan las combinaciones de m elementos

tomados de n en n, dividiendo las variaciones entre las permutaciones, con la férmula:

, m!
" P (m-n)!-n!

n

Para realizar esta operacion con la calculadora se utiliza la tecla etiquetada

Actividades resueltas

e Un test consta de 10 preguntas y para aprobar hay que responder 6 correctamente. ¢De cudntas
formas se pueden elegir esas 6 preguntas?

No importa en qué orden se elijan las preguntas, sino cuales son las preguntas elegidas. No pueden
repetirse (no tiene sentido que respondas 3 veces la primera pregunta). Unicamente influyen las
preguntas (los elementos). Se trata de un problema de combinaciones, en que tenemos que formar
grupos de 6, de un conjunto formado por 10 preguntas diferentes, luego son combinaciones, Cig.

100 10.9-8-7-6-5

26 654321 03 7=210maneras.

Cio6=

e Tenemos 5 libros sin leer y queremos llevarnos tres para leerlos en vacaciones, éde cudntas maneras
distintas podemos elegirlos?

Son combinaciones de 5 elementos tomados de 3 en 3. Cs 3= 10 formas.

e Tienes 7 monedas de euro que colocas en fila. Si 3 muestran la cara y 4 la cruz, éde cudntas formas
distintas puedes ordenarlas?

Bastara con colocar en primer lugar las caras y en los lugares libres poner las cruces. Tenemos 7 lugares
para colocar 3 caras, seran por lo tanto las combinaciones de 7 elementos tomados de 3 en 3. C; 5= 35.
Observa que se obtiene el mismo resultado si colocas las cruces y dejas los lugares libres para las caras
ya que C;,=35.

Actividades propuestas

29. Tenemos 5 bombones (iguales) que queremos repartir entre 7 amigos, é¢de cuantas formas se
pueden repartir los bombones si a ninguno le vamos a dar mds de un bombén?

30. Juan quiere regalar 3 DVDs a Pedro de los 10 que tiene, é¢de cuantas formas distintas puede hacerlo?
31. En el juego del pdker se da a cada jugador una mano formada por cinco cartas, de las 52 que tiene la

baraja francesa, ¢ cuantas manos diferentes puede recibir un jugador?
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3.2. Numeros combinatorios

Las combinaciones son muy utiles, por lo que su uso frecuente hace que se haya definido una expresién
matemadtica denominada niumero combinatorio.

El nimero combinatorio m sobre n se designa ( ] y esigual a:
n

m - ml
(n] - (m-n)l-n!

Propiedades de los nimeros combinatorios

Actividades resueltas

7 5) (9 4
e Calcula , , , .
0) (0) (0O 0
7 5 9 4 ) )
Habrds comprobado que: 0 =1, =1, =1y 0 = 1. Razona el motivo. ¢Podemos generalizar

) m m ml
y decir que 0 = 1? En efecto: = ——=1. Recuerda que 0! = 1.

o[

7 5 9 4
Habrds comprobado que: (7J= 1, ( ] =1, ( j =1y [ j = 1. Razona el motivo. ¢Podemos generalizar

5 9 4
deci m 1? En efect m m m 1.R d ol=1
ecir que =1? En efecto: = = = 1. Recuerda que 0! = 1.
yaearaue | m) - (m-m)lm O-ml q
7) (5) (9 4
e Calcula , , , .
1 1) (1 1
. 7 5 : .
Habrds comprobado que: L =7, 1 = = 4. Razona el motivo. ¢Podemos generalizar

m

1} (m-11-1 1)11

7 7 9 9 Lo ) )
e Calcula , , , e indica cudles son iguales.
4 3 7 2

m
y decir que (lj =m? En efecto: ( =m.
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7 7 9 9
Habrds comprobado que: (4} = [ ] y que ( J = [ZJ Razona el motivo. ¢Podemos generalizar y decir

(o)1)

‘ (m)Y m! _ ml! (m
En efecto: [n] ~(m=n)nl (M—(m-n))(m-n)! (m—n]'

Hasta ahora todas las propiedades han sido muy faciles. Tenemos ahora una propiedad mas dificil.

Veamos que: = + .
n n n-1

Pero antes lo comprobaremos con un problema.

e luis y Miriam se han casado y les han regalado seis objetos de adorno. Quieren poner tres en
una estanteria, pero Miriam quiere que en la estanteria esté, si o si, el regalo de su madre. Sin
embargo, a Luis no le gusta ese objeto, y le da igual cualquier combinacion en la que no esté.
Uno de los dos se saldrd con la suya. Calcula cuantas son las posibilidades de cada uno.

A Luis y Miriam les han regalado 6 objetos de adorno y quieren poner 3 en una estanteria. Las formas

6
de hacerlo con Cg 3 = (3]

Pero Miriam quiere que en la estanteria esté, si o si, el regalo de su madre. {De cuantas formas lo haria

5
Miriam? Son Cs; = (ZJ

Sin embargo a Luis, ese objeto no le gusta, y le da igual cualquier combinacion en la que no esté. ¢De

5
cuantas formas lo haria Luis? Son Cs 3 = [3]

6 5) (5
Las opciones de Miriam mas las de Luis son las totales: 3} = [ ]+[ J

 cnvmen3- (3§ -3
o312}

¢Te atreves a demostrarlo?
Para demostrarlo recurrimos a la definicién y realizamos operaciones:

m-1 . m-1 (m-1! N (m-=1! duci ind inad
= re CImOS a comun denominador
n n-1)  (m=1-mtn (M-1—(n-)(n-1)! " !
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~ (m-n)-(m-D! n-(m-1)!
S (m=n)-(m-1-n)l-nl "~ n-(m-nl-(n-1)!

) (m—-n)-(m-1)! .\ n-(m-1)!

Recuerda: m-(m-1)! = m!

Ponemos el denominador comun y sumamos los numeradores

(m-n)!-n! (m—n)!-n!
-n-(m=D'+n-(m=1)!
_ (m-n) ((r;_]z)l+nr: (m-1)! Sacamos (m—1)! factor comun

_(m-n+n)-(m-1)!
B (m—n)!-n!

. m (m
~ (m-n)l-nt " [nj

Triangulo de Pascal o Triangulo de Tartaglia

De nuevo usamos que m:(m-1)! = m!

A un matemdtico italiano del siglo XVI, lamado Tartaglia pues era tartamudo, se le ocurrié disponer a
los nimeros combinatorios asi:

(Oj O bien calculando sus valores correspondientes:

1

o) o 11

o () G 12 1
o) G G 1331
o) () () &) (9 PAetd

A ambos triangulos se les llama Tridngulo de Pascal o Triangulo de Tartaglia.

Los valores que hay que poner en cada fila del triangulo se calculan, sin tener que usar la férmula de los
nimeros combinatorios, de una forma mds facil basada en las propiedades de los nimeros
combinatorios que acabamos de probar:

m m
Por la propiedad (OJ =1= [ ], cada fila empieza y termina con 1.
m
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m m
Por la propiedad [nj = (m nj, sabemos que el Tridngulo de Tartaglia es simétrico o sea que el

primer elemento de cada fila coincide con el ultimo, el segundo con el penultimo y asi sucesivamente.

m m-1 m-1
Por la propiedad (n} = ( . J + [n J , podemos obtener las siguientes filas sumando términos de

la anterior, ya que cada posicion en una fila es la suma de las dos que tiene justo encima de la fila
anterior.

De este modo el tridngulo se construye secuencialmente, afiadiendo filas por abajo hasta llegar a la que
nos interesa. Si sélo necesitamos conocer un numero combinatorio aislado, tal vez no valga la pena
desarrollar todo el tridngulo, pero en muchas ocasiones necesitamos conocer los valores de toda una
fila del triangulo (por ejemplo cuando desarrollamos un binomio de Newton, o cuando resolvemos
problemas de probabilidad).

Actividades propuestas

32. Afiade tres filas mas al tridngulo de Tartaglia de la 1 1=2°

derecha. 1

11 2=2

33. Suma los nimeros de cada fila y comprueba que la suma 5

de los elementos de la filam es siempre igual a 2™. 121 4=2

: - . e 1331 8=2’

34.Sin calcularlos, indica cuanto valen Cs3; Cs4; Cso y Csps

buscando su valor en el tridngulo. 14641 16=2*
151010 5 1 32=2°

Recorridos aleatorios o caminatas al azar

Los numeros combinatorios sirven como modelo para resolver situaciones muy diversas.

Actividades resueltas

El dispositivo que aparece a la izquierda se denomina aparato de Galton.
Su funcionamiento es el siguiente: cuando se introduce una bola por el
embudo superior, va cayendo por los huecos que existen en cada fila. En
cada paso puede caer por el hueco que tiene a su derecha o por el que
tiene a su izquierda con igual probabilidad, de forma que es imposible,
cuando ponemos una bola en el embudo predecir en cudl de los carriles
inferiores acabara cayendo.

e Siintroducimos muchas bolas por el agujero superior, por ejemplo
1024, écrees que al llegar abajo se distribuirdn uniformemente entre
todos los carriles o habrd lugares a los que lleguen mds bolas?

Observa que para llegar a la primera fila, sélo hay un camino posible, que
es el que va siempre hacia la izquierda, y para llegar a la ultima, el Unico
camino posible es el que va siempre a la derecha.

Mientras que para llegar a los huecos centrales de cada fila el nUmero de caminos posibles es mayor.
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Por ejemplo, para llegar al segundo hueco de la segunda fila, hay dos caminos. En general, al primer
hueco de cada fila sélo llega un camino, igual que al Ultimo y a cada uno de los otros huecos llegan
tantos caminos como la suma de los caminos que llegan a los dos huecos que tiene justo encima.

m
Comprueba que para llegar al hueco n de la fila m hay ( J caminos.
n

En resumen, el nUmero de caminos aleatorios que llegan a cada hueco se calcula igual que los nUmeros
en el triangulo de Tartaglia. Si nuestro aparato de Galton tiene 9 filas, el nimero de caminos que llegan
a cada uno de los compartimentos de salida es el que se obtiene con la novena fila del Tridangulo de
Tartaglia:1 9 36 84 126 126 84 36 9 1, de un total de 2° = 512 caminos diferentes que puede
realizar la bola. Asi que cuando echamos en el aparato 1024 bolas, habra aproximadamente 2 bolas que
hagan cada uno de los 512 recorridos posibles, ya que todos tienen la misma probabilidad de ocurrir.
Por tanto el nimero de bolas que podemos esperar que caigan en cada compartimento es el siguiente:

Compartimento 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Numero 1024_2 9:2=136:2=|84-2=| 126-2 | 126-2 | 84-2=| 362 92 = 2
aproximadode | 512 18 72 168 | =252 | =252 | 168 | =72 18
bolas

Vemos que no se deposita el mismo nimero de bolas en todos los compartimentos. Mientras que en
los extremos habra aproximadamente 2 bolas, en los centrales habra unas 252.

De acuerdo con ley de los grandes numeros, los resultados experimentales serdn mas parecidos a los
tedricos cuanto mayor sea el nimero de veces que se realiza el experimento (es decir, cuanto mayor
sea el nimero de bolas). En Youtube buscando la expresidn “mdquina de Galton” puedes ver muchos
videos en que se realiza el experimento y se verifica este hecho.

Numero de éxitos

Actividades resueltas

e En una sesion de tiro al plato se realizan sucesivamente 10 disparos. ¢ Cudntas posibilidades habrad
de acertar en el blanco exactamente tres veces (tener tres éxitos)?

10
Son las Cyp3 = 3 =120.

En resumen

m
[ ] = Numero de combinaciones de m elementos tomados de nen n
n

= Numero de caminos posibles para llegar al hueco n de la fila m del aparato de Galton
= Numero de subconjuntos de n elementos tomados en un conjunto de m elementos
= NUmero de sucesos en los que obtenemos n éxitos en m pruebas

= NUumeros de muestras sin ordenar de tamafio n en una poblacién de tamafio m.
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3.3. Binomio de Newton
Vamos a calcular las sucesivas potencias de un binomio. Ya sabes que:
(@a+b)°=1
(a+b)l=a+b
(a+b)*=d”+2ab +b*
(a+b)®=ad+3a’h +3ab*+b*
(a+b)*=d*+4a’b + 6a°b° + 4ab> + b*

Para calcular (a + b)* multiplicamos (a + b)® por (a + b).
(a+b)*=(a+b)(a+b)=(a+3a’b +3ab*+ b?)-(a + b)
=a*+3a°b +3a’°b* +ab’ +
+ a’b + 3a’b* + 3ab’ + b*

= d*+4d°b + 6a°b* + 4ab’ + b*

Observa que para hallar cada uno de los coeficientes de (a + b)*, excepto el primero y el dltimo que
valen 1, se suman los coeficientes igual que en el triangulo de Tartaglia. Se obtiene cada elemento
sumando los dos que tiene encima.

Actividades resueltas

e ¢Serias capaz de calcular (a + b)° sélo observando?

Fijate que siempre aparecen todos los posibles términos del grado que estamos calculando, por lo que
para calcular la quinta potencia tendremos: a°, a’b, a’b?, a’b®, ab’ y b°. Los exponentes estan
ordenados de manera que los de a van descendiendo desde 5 hasta O, y los de b van aumentando
desde 0 hasta 5 (recuerda a®=1).

El coeficiente del primer y dltimo término es 1.

Los coeficientes se obtienen sumando los de los términos de la fila anterior, como en el Tridangulo de
Tartaglia. Son la quinta fila del Triangulo de Tartaglia.

Luego (a + b)’ = a” + 5a"b + 10a°b” + 10a°b> + 5ab* + b°.

Podemos escribirlo también utilizando numeros combinatorios:
(a+b)° = > a’+ > a'b + > a’b’ + > a’b’ + > ab® + > b
0 1 2 3 4 5

Actividades propuestas
35. Desarrolla (a + b)°

n n n n n—1 n n—-2,2 n n-1 n n
(a+b)" = a + a b+ a b +..+ ab’ "+ b".
0 1 2 n-1 n

Esta igualdad se denomina Binomio de Newton.

En general:
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Actividades resueltas
e (¢Cémo calcularias (a —b)"?
Basta aplica la férmula del Binomio de Newton a (a +(— b))".

Recuerda (—b) elevado a un exponente par tiene signo positivo y elevado a un exponente impar lo tiene

. n n n n n—-1 n n-2,2 n n n .
negativo. Por tanto (a — b)" = 0 a - 1 a b+ 5 a b+ .. + (1) " b". Los signos son

alternativamente positivos y negativos.

Actividades propuestas
36. Desarrolla

a) (a—b)%;

b) (x—3)%

) (x+2);

d) (—x + 3)°.

2 5
X
37. Calcula el coeficiente de x” en el polinomio que se obtiene al desarrollar (SX—?j

5
38. Expresa con radicales simplificados el polinomio que se obtiene al desarrollar [_§+\/§]

4. OTROS PROBLEMAS DE COMBINATORIA

4.1. Resolucion de problemas

Recuerda: para resolver un problema es conveniente tener en cuenta las siguientes fases:

Fase 1: Antes de empezar a actuar, intenta entender bien el problema

Léelo hasta asegurarte de haber comprendido el enunciado, équé datos te dan?, iqué te piden?
Fase 2: Busca una buena estrategia.

Si el problema es de Combinatoria una posible buena estrategia puede ser analizar si es un problema de
permutaciones, de variaciones o de combinaciones y, en ese caso, aplicar la férmula que ya conoces.
Esta estrategia podriamos Ilamarla:

Mira si tu problema se parece a alguno que ya conozcas

Pero otra posible buena estrategia, que no excluye la anterior, es comenzar a hacer un diagrama en
arbol. A esta estrategia podemos llamarla:

Experimenta, juega con el problema

O bien:
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Haz un diagrama, un esquema, una tabla...
La fase siguiente a seguir es:
Fase 3: Lleva adelante tu estrategia
Seguro que utilizando estas estrategias, resuelves el problema. Por ultimo, cuando ya lo hayas resuelto:

Fase 4: Piensa si es razonable el resultado. Comprueba la estrategia. Generaliza el proceso.

4.2. Permutaciones circulares

Vamos a utilizar estas técnicas, u otras distintas, para resolver un problema:

Actividades resueltas

e Diez amigos y amigas va a comer y en el restaurante les sientan en una mesa redonda. ¢ De cudntas
formas pueden sentarse?

Si en lugar de una mesa fuera un banco, ya sabemos resolver el problema, es un problema de
Permutaciones. La solucidn seria 10! formas distintas. Pero es una mesa redonda, no tiene un primer
asiento ni un ultimo asiento. Tampoco es sencillo, por el mismo motivo, disefiar el diagrama en arbol.
éQué hacemos? Piensa. Busca una buena estrategia.

Una buena estrategia quizas sea:

Hazlo mas facil para empezar

Diez son muchos. Piensa en tres: A, B y C. Si fuera un banco, las A A
posibilidades serian 3! = 6. Siéntalos ahora en una mesa redonda. La
posibilidad ABC, es ahora la misma que BCA y que CAB. Nos quedan sdlo
dos formas distintas de sentarlos.

Llamamos PC a esa permutacion circular. c B B c

Tenemos pues que P, =21 =2y PC,=1; P3=31 =6y PC3 = 2. ¢COmo podemos sentar a 4 personas en
una mesa circular? La permutacién ABCD ahora es la misma que BCDA, y que CDAB y que DABC, luego si
P, =4! =24, entonces PC, = P,/4 = 6.

éSabemos ya resolver nuestro problema inicial?

Es PCyo = P10/10 = P9 = 9! Razona esta respuesta.

Actividades propuestas

39. Tres amigos “A”, “B” y “C” estan jugando a las cartas. Cada uno pasa una carta al que esta a su
derecha. Uno es espariol, otro italiano y el otro portugués. “A” le pasa una carta al italiano. “B” se la
ha pasado al amigo que se la ha pasado al espafiol. ¢Cual de los amigos es espaiiol, cual italiano y
cual portugués? Ayuda: Haz un diagrama circular como el anterior.

40. Ana y Alejandro invitan a cenar a 3 amigos y 3 amigas, écudntas formas tienen de
colocarse en una mesa redonda? ¢En cudntas estan juntos Ana y Alejandro? ¢En
cuantas no hay dos chicos ni dos chicas juntos?

41. iCuantas poligonales cerradas se pueden dibujar con los 8 vértices de un
octégono?
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4.3. Permutaciones con repeticion

Actividades resueltas

e ¢Cudntas palabras 8 letras, con sentido o sin él, se pueden formar on las letras de la palabra
RASTREAR?

Observamos que la letra “R” se repite tres veces y la letra “A”, dos veces. Si las 8 letras fueran distintas
el nimero de palabras que se podrian formar seria 8!, pero entre estas 40 320 palabras observamos
gue todas aquellas en las que estan permutadas las dos letras “A” son iguales, por lo tanto tenemos la
mitad de las palabras 20 160. Ademas al considerar las tres letras “R” que hemos considerado distintas
y que son iguales tenemos que por cada palabra diferente hay 6, es decir 3!, que son iguales, por lo
tanto el nimero de palabras diferentes es 3 360.

Por tanto, las permutaciones de 8 elementos de los que uno se repite 3 veces y otro 2 sera:
al
PRg,glz = ——=13360.
213

Observa que el nimero de las permutaciones de dos elementos de los que uno se repite k veces y el

n
otro n — k veces coincide con el nUmero combinatorio (kj

Actividades propuestas

42. Con los digitos 1, 2, y 3 cudantos numeros distintos de 7 cifras puedes formar con tres veces la cifra 1,
dos veces la cifra 2 y dos veces la cifra 3.

43. Con las letras de la palabra CARCAJADA, ¢icuantas palabras con estas 9 letras, con sentido o sin él, se
pueden formar?

44. Tenemos dos fichas blancas, tres negras y cuatro rojas, ¢de cudntas formas distintas podemos
apilarlas? ¢En cuantas no quedan las dos fichas blancas juntas?

45. El candado de mi maleta tiene 7 posiciones en las que se puede poner cualquiera de los 10 digitos
del 0 al 9. ¢{Cuantas contrasefias diferentes podria poner? ¢Cudantas tienen todos sus numeros
distintos? ¢ Cuantas tienen algun nimero repetido? ¢ Cuantas tienen un nimero repetido dos veces?
Ayuda: Observa que para calcular las que tienen algun nimero repetido lo mas facil es restar del
total las que tienen todos sus numeros distintos.

4.4. Combinaciones con repeticion

Actividades resueltas

e Un grupo de 10 amigos se van de excursion y uno de ellos se encarga de comprar una bebida
para cada uno, pudiendo elegir entre agua, batido o refresco. éDe cuantas maneras diferentes
puede realizarse el encargo?

Para resolver este problema tenemos que formar una secuencia de 10 elementos, de un conjunto
formado por los tres elementos A, B, R. Estd claro que no importa el orden en que se compren las
bebidas, por lo que se trata de combinaciones. Pero cada elemento puede aparecer en la combinacion
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mas de una vez. Por ejemplo una solucidn formada por dos de agua, tres de batido y cinco de refresco,
se representaria AABBBRRRRR. Cualquier otra combinacion tendra que diferenciarse de ella por al
menos un elemento de su composicidn. Asi que viendo que cada secuencia empieza con una repeticidon
del elemento A, sigue con otra del elemento B y termina con repeticiones del elemento R, siendo en
total 10 los elementos que se toman, podemos representarlas por una serie de 10 huecos con dos
guiones de separacion entre ellos.

AA-BBB-RRRRR (Combinacidon que representa dos de agua, tres de batido y cinco de refresco)
— —RRRRRRRRRR (Combinacion que representa sélo diez de refresco)

—BBBB—-—RRRRRR (Combinacion que representa cuatro de batido y seis de refresco)

Asi que cada una de las combinaciones se corresponde con una forma de elegir donde colocar los
guiones, es decir de 12 posibles posiciones elegir dos. Como no importa en qué orden se coloquen los
guiones y no pueden estar los dos en la misma posicién, ese nimero sera igual a las combinaciones de
12 elementos tomados de 2 en 2, por lo tanto sera:

12 I -
_ 12! _ 1211 _ 66
2) 1012t 21

En general,

Se llama combinaciones con repeticion de m elementos tomados de n en n y se designan CR,,, a los
grupos de n elementos que se pueden formar a partir de un conjunto de m elementos diferentes entre

, de modo que cada grupo se diferencie de los demas por los elementos que lo forman y con la
posibilidad de que cada elemento aparezca mas de una vez.

Coinciden con el nimero de secuencias que se pueden formar de m huecos y n — 1 guiones, por tanto:

m+n-1
CRm’n:
n-1

Actividades propuestas

46. En una caja hay bolas rojas, negras y azules. Si metemos la mano en la caja y sacamos 8 bolas, ¢de
cuantas formas posibles puede realizarse la extraccion?

47. ¢ De cuantas maneras posibles se pueden comer cuatro amigos 10 caramelos iguales?

Problemas de ampliacion

Actividad resuelta

e Sin rectas de un mismo plano se cortan dos a dos en puntos que son todos distintos, se parte asi
el plano en regiones distintas. ¢Cudl es el numero de esas regiones? ¢ Cudntos segmentos hay?
¢Cudntos puntos aparecen?

Fase 1: Antes de empezar a actuar, intenta entender bien el problema
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Para entender bien el problema dibuja rectas en el plano para ir contando puntos, regiones y
segmentos

Fase 2: Busca una buena estrategia.

Una buena estrategia consiste en experimentar con casos particulares:

Se observa que:
Con 2 rectas hay 4 regiones, 1 punto y 4 segmentos infinitos (semirrectas).
Con 3 rectas: Al afiadir la tercera recta
» Tres de las regiones se han dividido en dos: 4 + 3 = 7 regiones.
» Se afiaden los 2 puntos en los que esa recta corta a las anteriores 1 + 2 = 3.
» Setienen 5 segmentos mas: 3 finitos +2 semirrectas: 4 +5=9.
e En particular las semirrectas han aumentadoen dos: 4+2 =6
Con 4 rectas: Al afiadir la cuarta recta:
» Cuatro de las regiones se han dividido en dos: 7 + 4 = 11 regiones
» Se afiaden los 3 puntos en los que esa recta corta a las anteriores 3 + 3 = 6.
» Setienen 7 segmentos mas: 5 finitos + 2 semirrectas: 9 + 7 = 16.

e En particular las semirrectas han aumentadoen dos: 6 +2 =8

Otra buena estrategia es elaborar una tabla con los resultados obtenidos:

Rectas Puntos Regiones Segmentos Semirrectas
2 1 4 4 4
3 1+2=3 4+3=7 9 6
4 3+3=6 7+4=11 16 8
5 6+4=10 11+5=16 25 10
6 10+5=15 16+6=22 36 12
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Fase 3: Lleva adelante tu estrategia

En esta fase buscamos expresiones en funcidn del numero de rectas, n, para poder calcular el nimero
de puntos, segmentos y regiones segln los valores de n.

La férmula para las semirrectas parece la mas facil de obtener porque aparentemente es el doble que
el nimero de rectas y ademds cada vez que afiadimos una recta tenemos 2 semirrectas mas. Si
llamamos SS,, al numero de semirrectas que aparecen con n rectas tenemos que SS, = 2n.

Para calcular el numero de segmentos (incluidas las semirrectas) que se obtienen con n rectas, a partir

de los datos de la tabla, parece plausible sugerir que es el cuadrado del niumero de rectas, es decir, si S,
. , .. . 2

designa al el nUmero de segmentos (los finitos y las semirrectas) entonces: S, = n”.

Para determinar el nimero de puntos, en la tabla se observa una ley de recurrencia, el nimero de
puntos, para cualquier nimero de rectas, es igual al nUmero de puntos anterior mas el nimero de
rectas también de la fila anterior. Si denominamos P, al nimero de puntos que se tienen al cortarse n
rectas entonces: P,=P,1+n-1

Por otra parte observamos que si numeramos las rectas con 1, 2, 3, ..., n y nombrando los puntos por el
par de rectas que determina cada uno tenemos que son: (1, 2), (1, 3), (1, 4), ... (1, n), (2, 3), (2, 4), ... (2,
n), (3, 4) ...

El nimero de estos pares de elementos coincide con las combinaciones de n elementos tomados de 2

en 2, es decir, P,=Cp; = 5

La ley de recurrencia que nos sugiere la tabla para obtener el nimero de regiones que se obtienen
cuando se cortan n rectas, es que el niumero de regiones de cualquier fila de la tabla es igual al nUmero
regiones de la fila anterior mas el niUmero de rectas de su fila, por tanto si R, el nUmero de regiones que
se obtienen al cortarse n rectas entonces: R, =R,_1 + n.

Para obtener una férmula observamos que:
Ri=4+3+4+5+6+..+n=1+(1+2)+(3+4+5+6+..+n)=1+(1+2+3+..+n).

Sumando 1+ 2+ 3 + ... + n, obtenemos que:
n
R,=1+(n +1)E

y por lo tanto

R n+1
=1+
n
2
o bien
n—1+2)n n-1)n
2
y por consiguiente
n
Ro=1+n+
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Fase 4: Piensa si es razonable el resultado. Comprueba la estrategia. Generaliza el proceso.
En esta fase se trata de justificar o demostrar que todas las conjeturas que hemos realizado son ciertas:

Con respecto al nimero de semirrectas es sencillo comprobar que es el doble del nimero de rectas ya
gue por cada recta tenemos dos semirrectas, es decir: SS,:= 2n

El nimero de segmentos es el cuadrado del nimero de rectas ya que como en cada una de las rectas
hay n — 1 puntos tenemos n segmentos (finitos y semirrectas) y como hay n rectas se tiene que S, = n*

n
Como cada punto es la interseccidon de dos rectas se tiene que P, = (2], esta formula cumple la ley de

recurrencia P, = P,_1 + n = 1. Aplicando las propiedades de los nimeros combinatorios:

N B

n+1
Respecto a las regiones veamos que la hipétesis R, =1 + ( 5 J, cumple la ley de recurrencia:
R,=Rp_1+n.

n+1 n
SiR,=1+ ( ) J, entoncesRp-1 =1+ [2]’ y por las propiedades de los nimeros combinatorios:

n n n n+1
Rpoi+tn=1+ +n=1+ + =1+ =R,

En esta fase también se puede generalizar el problema: ¢Qué ocurriria si p de las n rectas fueran
paralelas? ¢Y si g rectas de las n rectas convergen en un mismo punto?

Actividades propuestas

48. ¢ De cudntas maneras se pueden introducir 7 bolas idénticas en 5 cajas diferentes colocandolas todas
si ninguna caja puede quedar vacia? ¢Y si podemos dejar alguna caja vacia? Ayuda: Ordena las bolas
en una fila separadas por 4 puntos asi quedan divididas en 5 partes, que indican las que se colocan
en cada caja.

49. { Cuantas pulseras diferentes podemos formar con 4 bolas blancas y 6 rojas? Ayuda: Este problema
es equivalente a introducir 6 bolas iguales en 4 cajas idénticas pudiendo dejar cajas vacias.

50. ¢ Cudntas formas hay de colocar el rey blanco y el rey negro en un tablero de ajedrez de forma que
no se ataquen mutuamente. ¢Y dos alfiles? ¢Y dos reinas?
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CURIOSIDADES. REVISTA

En el afio 1494 aparece la primera obra impresa
que tiene cuestiones sobre Combinatoria. Es
“Summa” escrita por Luca Pacioli. (¢Te acuerdas
del Numero de Oro?). Uno de los problemas que
plantea es el de calcular el numero de formas
distintas en que n personas pueden sentarse en
una mesa redonda. Problema que ya hemos
resuelto en el apartado 4.2.

Aritmética vulgo dicitur”, uno de los primeros libros que tratan sobre
Combinatoria. En este libro aparece el siguiente problema: Un

cerrajero fabrica candados formados por 7 discos, y en cada disco hay
6 letras. ¢Cuantos candados es posible fabricar de forma que cada

A Un gato se encuentra en A y un ratén en B. El gato
avanza de centro de casilla en centro de casilla
moviéndose hacia la derecha o hacia abajo, nunca
retrocede. ¢Cuantos caminos distintos puede recorrer
el gato para cazar al raton?

B U J

“Por esta razon de independencia, el amor
al estudio es de todas las pasiones la que
mds contribuye a nuestra felicidad”.

Mme. de Chdtelet
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RESUMEN

Ejemplos

Permutaciones

Se considera sélo el orden.
P,=n!

P,=41=4-3-2-1=24.

Variaciones con
repeticion

Variaciones sin
repeticion

Se consideran el orden y los elementos. Los elementos
pueden repetirse. VR, , = m".

VRy4=2222=2"=16

Influyen el orden y los elementos. Los elementos NO
pueden repetirse.

m!
(m—-n)!

Voon=m-(m-=1)-(m=2)-...-(m—-n+1)=

Ve3=6-5-4=— =120

Wl

Combinaciones

Influyen sélo los elementos.

Propiedades de
los nimeros
combinatorios

Triangulo de

Tartaglia
o) [ 11
o [ A
HRARENG
zi::,::: e (a+b)"= (8) a'+ Gj a" b+ (gj a"’b’+...+ (n rl 1] ab"+ (Ej b" | (a+b)*=a*+4a’b+6a’b*+4ab’+b*

Los PowerPoint siguientes son un buen resumen: Variaciones y permutaciones; Combinaciones.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS.

Permutaciones

1.

Tres nadadores echan una carrera. ¢De cuantas formas pueden
llegar a la meta si no hay empates? ¢Y si son 8 nadadores?

Loli, Paco, Ana y Jorge quieren fotografiarse juntos, éde cuantas
maneras pueden hacerse la fotografia? Quieren situarse de
manera que alternen chicos con chicas, ¢de cudntas maneras
pueden ahora hacerse la fotografia?

¢De cuantas maneras se pueden introducir 6 objetos distintos en 6 cajas diferentes si sélo se
puede poner un objeto en cada caja?

En una parada de autobus hay 5 personas, éen cuantos drdenes distintos pueden haber llegado
a la parada? Al llegar una nueva persona se apuesta con otra a que adivina el orden de llegada,
équé probabilidad tiene de ganar?

Siete chicas participan en una carrera, ¢de cuantas formas pueden llegar a la meta? No hay
empates. ¢ Cual es la probabilidad de acertar el orden de llegada a la meta?

¢Cuantos numeros distintos y de cinco cifras distintas pueden formarse con los digitos 3, 4, 5, 6,
y 7? iCuantos pueden formarse si todos empiezan por 5? ¢Y si deben empezar por 5y terminar
en7?

Variaciones

7.

8.

9.

10. A Mario le encanta el cine y va a todos los estrenos. Esta semana hay LIl L] Sl L L

¢Cudntas banderas de 3 franjas horizontales de colores distintos se _
pueden formar con los colores rojo, amarillo y morado? ¢Y si se dispone
de 5 colores? ¢Y si se dispone de 5 colores y no es preciso que las tres
franjas tengan colores distintos? _

¢Cuantos numeros de 4 cifras distintas se pueden escribir con los digitos: 1, 2, 3, 4, 5y 6?
¢Cuantos de ellos son impares? ¢ Cuantos son multiplos de 4? Recuerda: Un nimero es multiplo
de 4 si el numero formado por sus dos ultimas cifras es multiplo de 4.

¢Cuantos nimeros de 4 cifras, distintas o no, se pueden escribir con los digitos: 1, 2, 3,4, 5y 6?
Calcula la suma de todos ellos. Sugerencia: Ordénalos de menor a mayor y suma el primero con
el ultimo, el segundo con el penultimo, el tercero con el antepenultimo y asi sucesivamente

seis, y decide ir cada dia a uno. ¢{De cuantas formas distintas puede %

ordenar las peliculas? Mala suerte. Le anuncian un examen y decide ir o wrs O MBS Ritatme i
al cine solamente el martes, el jueves y el sdbado. ¢{Entre cudntas b
peliculas puede elegir el primer dia? ¢Y el segundo? ¢Y el tercero?

11. Con los digitos 0, 1, 2, 3, 4, 5, écuantos numeros de cuatro cifras diferentes se pueden formar?

(Observa: Si comienza por 0 no es un numero de cuatro cifras). ¢ Cuantos son menores de 30007?

12. Con las letras de la palabra “ARQUETIPO” ¢ Cudntas palabras de 6 letras se pueden formar que

no tengan dos vocales ni dos consonantes juntas? a) Si todas las letras son distintas. b) Si se
pueden repetir letras.
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13.

14.

¢Cuantos numeros de tres cifras, diferentes o no, se pueden formar? De éstos, écudntos son
mayores que 1237

El lenguaje del ordenador estd escrito en secuencias de ceros y unos (digitos binarios o bits) de
tamanio fijo. En el contexto de la informatica, estas cadenas de bits se denominan palabras. Los
ordenadores normalmente tienen un tamano de palabra de 8,
16, 32 6 64 bits. El cédigo ASCII con el que se representaban
inicialmente los caracteres para transmisién telegrafica tenia
7 bits. Después se aplicd a los ordenadores personales,
amplidndolo a 8 bits que es lo que se denomina un byte o
ASCII extendido. M3s tarde se sustituyo por Unicode, con una
longitud variable de mas de 16 bits. ¢ Cuantos bytes diferentes
(8 digitos) se pueden formar? En un ordenador cuya longitud
de palabra tuvieran 16 digitos, ¢cudntas se podrian formar que fuesen diferentes? Si existiera un
ordenador cuya longitud de palabra tuviera 4 digitos, ¢se podria escribir con ellos las letras del
alfabeto?

Combinaciones

15.

16.

17.

18.

19.
20.

21.

22.
23.

Escribe dos nimeros combinatorios con elementos diferentes que sean iguales y otros dos que
sean distintos.

Tienes siete bolas de igual tamafo, cuatro blancas y tres negras, si las colocas en fila. ¢De
cudantas formas puede ordenarlas?

Con 5 latas de pintura de distintos colores, icuantas mezclas de 3 colores podrds hacer?

HCTH T Y ST Y A1 v
Calcula: a) ; b) ; c) ; d) ; e) .
3 5 1 0 47

Calcula: a) Coj3; b) Cio6; c) Cs4; d) Cy0,19; e) Ca7,1.

¢De cuantas maneras se puede elegir una delegacién de 4 estudiantes de un grupo de 30?7 ¢Y en
tu propio grupo?

¢Cuantos productos diferentes se pueden formar con los nimeros: 2, 1/3, 7, 5 y m tomandolos
de 3 en 3? ¢Cuantos de esos productos dardan como resultado un nimero entero? ¢Cuantos un
numero racional no entero? ¢ Cuantos un niumero irracional?

¢Cuantas aleaciones de 3 metales pueden hacerse con 7 tipos distintos de metal?

Calcula:

o) () ()] (2
o) () G () 6
¢Cudl es la forma mas facil de calcular (ij + (ij + (2] + (2] + (j} + (gj + (2] sin calcular

cada uno de los numeros combinatorios?
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24. iDe cuantas formas puedes separar un grupo de 10 estudiantes en dos grupos de 3 y 7
estudiantes respectivamente?

25. Una asignatura se compone de 20 temas y se va a realizar un examen en el que caen preguntas
de dos temas. {Cuantas posibilidades hay para elegir los temas que caen? Si sélo has estudiado
16 temas. ¢Cudntas posibilidades hay de que te toquen dos temas que no te sepas? ¢Cudl es la
probabilidad de que te toquen dos temas que no te sepas? ¢Y la de que te toque sélo un tema
gue no te sepas?

26. Un grupo de 10 alumnos de 42 de ESO van a visitar un museo en el que pueden elegir entre dos
actividades diferentes. ¢Cudntas formas distintas puede haber de formar los grupos de
alumnos?

27. Desarrolla el binomio a) (4 — x)>; b) (3-2x)%  ¢) (2ab-3¢)%; d) (g— \/5)3.

28. Calcula x en las siguientes expresiones:
MW R U Lo el
a) + = b) =
4 X X X X+2
HR YR O 1 o el
c) + = d) =
4 X X X X+2

29. Escribe el valor de x en las igualdades siguientes:

L w L ARG
S Y PR W L S (R O

30. Calcula en funcién de n la suma de los siguientes nimeros combinatorios:

JHiH o) ULy

2

10
L a
31. Halla el sexto término en el desarrollo de: (E+—]
X

32. Halla el coeficiente de x> en el desarrollo de: (-1 — 5x)°.
33. ¢{Cudntas opciones hay para elegir cuatro asignaturas entre siete optativas?

34. Se juega una partida de tiro al plato en la que se lanzan sucesivamente doce platos. éCuadl es el
nimero de sucesos en los que se obtienen cuatro éxitos, es decir se acierta cuatro veces en el
blanco? En el mismo caso anterior, écudl es |la probabilidad de tener éxito en el dltimo tiro?

Problemas

35. En “Curiosidades y Revista” tienes el problema de Buteo. Con 7 discos y 6 letras en cada disco,
écuantas combinaciones distintas se pueden hacer? Ayuda: En el primer disco podemos poner
cualquiera de las 6 letras. Lo mismo en el segundo. ¢Y en el tercero? jPero si es facilisimo! Si ya

Matematicas 42 B de ESO. Capitulo 13: Combinatoria Q_) Autoras: Adela Salvador y Maria Molero

) Revisores: Andrés Hierro y Sergio Hernandez
www.apuntesmareaverde.org.es @ ®®@ FE 5y ) i) Ilustraciones: Banco de Imagenes de INTEF y Maria Molero



sabemos resolverlo.

36. En un restaurante hay 5 primeros platos, 4 segundos y 6 postres, éde cudntas formas diferentes
se puede combinar el mend?

37. Lanzamos una moneda y luego un dado, ¢Cuantos resultados distintos podemos obtener? ¢Y si
lanzamos dos monedas y un dado? ¢Y si fuesen 3 monedas y 2 dados?

38. Se estdan eligiendo los actores y actrices para hacer de protagonistas en una teleserie. Se han
presentado 6 chicos y 8 chicas. ¢ Cuantas parejas distintas podrian formarse?

39. Una caja de un conocido juego educativo tiene figuras rojas, amarillas y azules, que pueden ser
tridngulos, circulo o cuadrados, y de dos tamafios, grandes y pequefias. ¢De cudntas piezas
consta la caja?

40. En un restaurante hay 8 primeros platos y 5 segundos, ¢cuantos tipos de postres debe elaborar
el restaurante para poder asegurar un menu diferente los 365 dias del afio?

41. En una reunion todas las personas se saludan estrechandose la mano. Sabiendo que hubo 91
saludos. ¢ Cudntas personas habia? Y si hubo 45 saludos, écudntas personas habia?

42. iDe cuantas maneras se pueden introducir 5 objetos distintos en 5 cajas diferentes si sélo se
puede poner un objeto en cada caja? ¢éY si se pueden poner varios objetos en cada caja
colocando todos? ¢ Cual es la probabilidad de que en la primera caja no haya ningun objeto?

43. La mayor parte de las contrasefias de las tarjetas de crédito son nimeros de 4 cifras. ¢ Cudntas
posibles contrasefias podemos formar? ¢Cudntas tienen algin numero repetido? ¢Cuantas
tienen un nimero repetido dos veces?

44. Tenemos 10 rectas en el plano que se cortan 2 a 2, es decir, no hay rectas paralelas. ¢ Cuantos
son los puntos de interseccion?, ¢y si tienes 15 rectas?, ¢y si tienes n rectas?

45. i Cuantas diagonales tiene un octégono regular?, ¢y un poligono regular
de 20 lados?

46. iCuantas diagonales tiene un icosaedro regular?, ¢y un dodecaedro
regular? Ayuda: Recuerda que el icosaedro y el dodecaedro son
poliedros duales, es decir, el nimero de caras de uno coincide con el
numero de vértices del otro. Para saber el numero de aristas puedes
utilizar la Relacion de Euler: C+V = A +2

47. i Cuantos numeros diferentes de 5 cifras distintas puedes formar con los
digitos 1, 2, 3, 5y 7? {Cuantos que sean multiplos de 5? ¢Cudntos que

empiecen por 2? ¢{Cuantos que ademas de empezar por 2 terminen en 7?

48. Con 5 bolas de 3 colores distintos, a) ¢Cudntas filas diferentes puedes formar? b) ¢Cudntas
pulseras distintas puedes formar?

49. Hace muchos afos las placas de matricula
eran como esta: M 677573; luego fueron como ésta:
M 1234 AB; y actualmente como ésta: 6068 BPD.
Investiga qué ventajas tiene cada uno de estos
cambios respecto al anterior. B

50. Con los digitos 1, 2, 3, 4, 5, écuantos numeros de cinco cifras distintas se pueden formar? Calcula
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la suma de todos estos niumeros.

C 7
51. Calcula x en los siguientes casos: a) Vy 3 = Cx2 b) Vys =6 Vy3 c)c;_“’4 = 3
X,2

52. lker y Maria juegan al tenis y deciden que gana aquel que primero gane 3 sets. ¢Cual es el
nimero maximo de sets que tendrdn que disputar? ¢Cuantos desarrollos posibles puede tener
el encuentro?

53. Pedro conocid ayer a una chica. Lo pasaron muy bien y ella le dio su nimero de mévil, pero él no
llevaba su moévil ni boligrafo. Pensé que se acordaria, pero... sélo recuerda que empezaba por
656, que habia otras cuatro que eran todas distintas entre si y menores que 5. Calcula cudntas
posibilidades tiene de acertar si marca un niumero. Demasiadas. Hace memoria y recuerda que
las dos ultimas son 77. ¢ Cuantas posibilidades hay ahora de acertar haciendo una llamada?

54.Un club de alpinistas ha organizado una expedicién al

Kilimanjaro formada por 11 personas, 7 expertos y 4 que estan
en formacién. En un determinado tramo sdélo pueden ir 3
expertos y 2 que no lo sean, ¢de cudntas formas puede estar
compuesto ese equipo de 5 personas? Tu eres un experto, y
vas a ir en ese tramo, ¢cuantas formas hay ahora de
componerlo?

55.En un festival de cortometrajes con 15 participantes, se
reparten 3000 euros en premios. Indica el nimero de formas diferentes de realizar el reparto,
segun cada una de las tres modalidades propuestas.

a. Modalidad A: Se reparten tres premios de 1000 euros a tres cortometrajes elegidos por
un jurado.

b. Modalidad B: Se realiza una votacidn y se entregan 1500 euros al mas votado, 1000 al
segundo y 500 al tercero.

c. Modalidad C: Se entregan tres premios de 1000 euros cada uno en tres categorias: mejor
guidn, mejor realizacién y mejor interpretaciéon. Nota: Podria ocurrir que un
cortometraje fuera el mejor en varias categorias.

56. En los billetes de una linea de autobuses van impresos los nombres de la estacion de partida y
de la de llegada. Hay en total 8 posibles estaciones. {Cuantos billetes diferentes tendria que
imprimir la empresa de autobuses? Ahora quieren cambiar el formato y sélo imprimir el precio,
gue es proporcional a la distancia. Las distancias entre las estaciones son todas distintas.
¢Cuantos billetes diferentes tendria que imprimir en este caso?

57. Una pareja tiene un hijo de 3 afios que entra en la guarderia a las 9 de la mafiana. El padre
trabaja en una fabrica que tiene 3 turnos mensuales rotativos: de 0 a 8, de 8 a 16 y de 16 a 24
horas. La madre trabaja en un supermercado que tiene dos turnos rotativos mensuales, de 8 a
14 y de 14 a 20 horas. éCudantos dias al afo, por término medio, no podra ninguno de los dos
llevar a su hijo a la guarderia?

58. Un tiro al blanco tiene 10 caballitos numerados que giran. Si se acierta a uno de ellos se
enciende una luz con el niumero del caballito. Tiras 3 veces, ¢de cudantas maneras se pueden
encender las luces? ¢Y si el primer tiro no da a ningun caballito?
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59. En una fiesta hay 7 chicas y 7 chicos. Juan baila siempre con Ana. Antonio es el mas decidido y
siempre sale a bailar el primero, é¢de cuantas formas puede elegir pareja en los proximos 4
bailes?

60. Con los digitos 0, 1, 2, 3, 4, 5:
a) ¢Cuantos numeros de cinco cifras se pueden formar?
b) ¢Cuantos hay con dos veces la cifra 1y tres la cifra 2?
¢) Calcula la suma de todos estos ultimos nimeros.
61. ¢ Cuantas palabras, con o sin sentido, se pueden formar con las letras de la palabra “puerta” que
no tengan dos vocales ni dos consonantes juntas?

62. ¢Cuantos numeros capicuas de dos cifras existen? ¢Y de tres cifras? ¢Y de cuatro cifras?

63. Con las letras de la palabra “ARGUMENTQO” ¢Cudntas palabras de 5 letras se pueden formar que
no tengan dos vocales ni dos consonantes juntas? a) Si todas las letras son distintas. b) Si se
pueden repetir letras.

64. ¢ Cuantos numeros hay entre el 6 000 y el 9 000 que tengan todas sus cifras distintas?

65. Una fabrica de juguetes tiene a la venta 8 modelos distintos. ¢ Cuantos
muestrarios distintos puede hacer de 4 juguetes cada uno? ¢Cual es la e =
probabilidad de que el ultimo modelo de avién fabricado llegue a un D '_'," '
determinado cliente? Si se quiere que en esos muestrarios siempre ébf \‘\*—:5@
esté el ultimo modelo de juguete fabricado, écuantos muestrarios % ?\
distintos puede hacer ahora?

66. La primera obra impresa con resultados de Combinatoria es “Summa” de Luca Pacioli, de 1494,
En esta obra se propone el siguiente problema: ¢De cuantas formas distintas pueden sentarse
cuatro personas en una mesa circular?

67. ¢ Cuantos niumeros de cuatro cifras tienen al menos un 5?

68. En una compaiiia militar hay 10 soldados, ¢cuantas guardias de 3 soldados pueden hacerse? Uno
de los soldados es Alejandro, ien cudntas de estas guardias estard? ¢Y en cuantas no estara?

69. La encargada de un guardarropa se ha distraido, y sabe que de los cinco
ultimos bolsos que ha recogido a tres bolsos les ha puesto el resguardo
equivocado y a dos no. {De cuantas formas se puede haber producido el
error? ¢Y si fuesen dos los equivocados?

70. Con las letras de la palabra “SABER”, écudntas palabras, con o sin sentido, de

letras diferentes, se pueden formar que no tengan dos vocales ni dos
consonantes juntas. Lo mismo para las palabras “CORTE”, “PUERTA” y “ALBERTO”.

71. Con las letras de la palabra GRUPO, ¢cudntas palabras de 5 letras con o sin sentido se pueden

formar que tengan alguna letra repetida? .

72. Un joven tiene en su armario 10 camisetas, 5 pantalones y tres
pares de zapatillas. Sabiendo que tiene que hacer el equipaje
para un campamento y solo puede meter en la mochila cuatro
camisetas, tres pantalones y dos pares de zapatillas, éde
cudntas maneras diferentes podra llenar la mochila?

73. Con los digitos 1, 3 y 5, écudntos nimeros menores de 6 000 se
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pueden formar? ¢ Cuantos hay con 4 cifras que tengan dos veces la cifra 5?

74. Caminos en una cuadricula: a) ¢Cuantos caminos hay para ir de A hasta B si sélo podemos ir
hacia la derecha y hacia arriba?

b) Si no podemos atravesar el cuadrado verde, ni caminar por sus lados, éicuantas formas tenemos
ahora para ir desde A hacia B?

c) Si no podemos atravesar el rectangulo verde, ni caminar por sus lados, écuantas formas
tenemos ahora para ir desde A hacia B?

Generalizacion
d) ¢Cudntos caminos hay en una cuadricula cuadrada con n cuadrados en cada lado?
e) éCuantos caminos hay en una cuadricula rectangular con m cuadrados verticales y n
horizontales?
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AUTOEVALUACION

1. Tienes nueve monedas iguales que colocas en fila. Si cuatro muestran la cara y cinco la cruz éDe
cuantas formas distintas puedes ordenarlas?

a) Vo4 b) Pg c) Cos d) VRo 5

2.  En una compafia aérea hay diez auxiliares de vuelo, y un avion necesita llevar cuatro en su tripu-
lacion, ¢de cuantas formas se pueden elegir?

a) Vioa b) P1o c) Cioa d) VR1g,4

3.  ¢Cuantos productos distintos pueden obtenerse con tres factores diferentes elegidos entre los
digitos: 2,3,5y 7?

a) Va3 b) P4 c) Cas d) VR4 3
4. Tenemos cinco objetos distintos y queremos guardarlos en cinco cajas diferentes, poniendo un
objeto en cada caja, ¢de cudntas formas podemos hacerlo?
a) Vs, b) Ps ) Css d) VRs 1
5. Permutaciones de n+4 elementos dividido entre permutaciones de n+1 elementos es igual a:
! n+4)!
a) (n+4)'(n+3)'(n+2) = M b) Vn+4,n+2 C) u d) Vn+4,n+2/ Cn+4,n+1
(n+21)! n!
6. Las variaciones de 10 elementos tomados de 6 en 6 es igual a
10! 10! ol
a)VRe,lo b)V105=10987=F C)V106=1098765=T d)Ve3=654=§
7. Indica qué afirmacion es falsa
a)ol=1 b)Vipn=m-(m-=1)-(m=2)-...- (m=n) ¢) VRyn=m" d) P, =n!

5) (9) (4
8. El valor de los siguientes nimeros combinatorios (O] (9] (1] es:

a)o,1,y1 b)0,9y4 c)l,1y4 d)59y4
7 7
9. El valor de x, distinto de 4, en la igualdad 4 = es:
X

a) 3 b) 7 01 d)o

10. El coeficiente del término cuarto del desarrollo del Binomio de Newton de (a + b)’ es:

! b) 1 ! d) VvV
a)3 ) C)4 ) V7,4
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