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3.3. RESOLUCION DE INECUACIONES DE PRIMER GRADO Y SU INTERPRETACION GRAFICA.
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En este primer capitulo de Bachillerato vamos a hacer un repaso de los Numeros Reales haciendo
mencién a los nimeros naturales, enteros, asi como de los irracionales.

Ya mas concretamente en Algebra repasaremos todos los conceptos relacionados con polinomios,
ecuaciones e inecuaciones, para adentrarnos en los sistemas de ecuaciones, su resolucidon y
representaciones graficas, basandonos en el método de resolucion de sistemas de ecuaciones, “Método
de Gauss” matematico muy importante en Algebra pues fue el primero en dar una demostracion del
teorema fundamental del Algebra: “toda ecuacion algebraica de grado n tiene n soluciones”.

Seguiremos con las inecuaciones y sistemas de inecuaciones que nos servirdn para comprender los
parametros financieros y las anualidades de amortizacién y capitalizaciéon que se aplican cuando
invertimos un capital o adquirimos un préstamo a un determinado interés simple o compuesto y
durante un determinado tiempo.
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Algebra

1. NUMEROS REALES:

1.1. Numeros racionales y numeros irracionales.

Recuerda que:

Ya conoces los distintos tipos de conjuntos numéricos:
Naturales=> N ={0, 1, 2, 3, ...}
Enteros=> 7Z =1{..,-3,-2,-1,0,1, 2,3, ..}

Los numeros racionales también contienen a los nimeros que tienen expresién decimal exacta
(0,12345) y a los que tienen expresién decimal periddica (7,01252525...). Si el denominador (de la
fraccién irreducible) sélo tiene como factores primos potencias de 2 o 5 la expresién decimal es exacta.
Si el denominador (de la fraccién irreducible) tiene alguin factor primo que no sea ni 2 ni 5 la fraccidn
tendra una expresion decimal periddica.

Todas las fracciones tienen expresion decimal exacta o periddica; y toda expresion decimal exacta o
periddica se puede escribir en forma de fraccion.

Racionales 2 Q = {:

;an,beZ,b;tO}

Pero ya sabes que existen nimeros que no son racionales. Por ejemplo: +/2 no puede ponerse como

fraccidon. Todos estos nimeros como /2, 43, 1 ... junto con los niumeros racionales forman el
conjunto de los nimeros reales. Y a los nimeros reales que no son numeros racionales se les llama
numeros irracionales.

La expresion decimal de los nUmeros irracionales es de infinitas cifras no periddicas.

Por tanto

Irracionales 2 I =R — Q.

El conjunto de los nimeros reales estd formado por la unién de los nimeros racionales y de los
irracionales.

Reales» R=QuUL Q %0

o =

Tenemos portantoque: Nc Zc Q c R. A
IcR

= — 101" =

100
01 10 7

0,1010010001

0,1234567

3.1415 0,125 —1,275

926535 \/
897932384

Numero TT: imdgenes de Google
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Algebra

1.2. La recta real.
Los numeros reales son densos, es decir, entre cada dos numeros reales hay infinitos nimeros.

a+b

Eso es facil de deducir, si a, b son dos nimeros con a < b sabemos que a < < b, es decir, la media

estd entre los dos numeros. Como esto podemos hacerlo las veces que queramos, pues de ahi el
resultado.

Curiosamente los racionales son también densos, asi como los irracionales.

Representacion en la recta real de los numeros reales:

Elegido el origen de coordenadas y el tamafio de la unidad (o lo que es igual, si colocamos el 0y el 1)
todo numero real ocupa una posicidn en la recta numérica y al revés, todo punto de la recta se puede
hacer corresponder con un nimero real.

1.3. Valor absoluto. Distancia en la recta real

El valor absoluto o mdédulo de un nimero, equivale al valor de ese niumero ignorando el signo. Por
ejemplo, el valor absoluto de —1 es 1, y el valor absoluto de +1, también es 1.

En lenguaje formal, el valor absoluto se define de la siguiente manera.

—x six<0
X = .
x six>0
Si representamos esta funcion en un eje de coordenadas, resulta
una grafica como la del margen.

Como el valor absoluto es una funcion muy importante en
matematicas, tiene su propio simbolo. Para escribir el valor
absoluto de un nuimero x, basta con encerrar el nUmero entre

dos barras: |x|.
El valor absoluto de un nimero x se consigue suprimiendo el signo, y se anota mediante el simbolo |x|.
Ejemplo:
4+ Elvalor absoluto de —49 es 49, igual que el valor absoluto de +49. Escrito en lenguaje formal:
|-49| =49 = |+49].

El valor absoluto se utiliza principalmente para definir cantidades y distancias en el mundo real. Los
nlimeros negativos son una construccion matematica que se utiliza en el calculo, pero en la realidad no
existen cantidades negativas. No podemos viajar una distancia de —100 kilémetros, o comer —3
caramelos. Esto se debe a que el tiempo solo discurre en una direccién (positiva por convencion)

El valor absoluto se usa para expresar cantidades o longitudes validas en el mundo real, como la
distancia.

Ejemplo:
#+ Hago un viaje de ida y vuelta hasta una ciudad que se encuentra a 40 km de mi casa. Después de
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Algebra

hacer el viaje, estoy en el mismo punto, asi que mi posicién no habra cambiado, esto es:
Posicion = 40 km — 40 km = 0.
Esto no quiere decir que no haya recorrido una distancia. Hay dos cantidades a tener en cuenta, una
distancia de ida y otra de vuelta, en total sera:
L=140| km + [-40| km =80 km.
Recuerda que:
Las propiedades del valor absoluto son:
4+ No negatividad: |a| > 0.
+ Simetria: |a| = |-q]
+ Definicidn positiva: [a| =0 = a =0.
+ Valor absoluto y producto: |a-b| = |a|-|b]
+ Desigualdad triangular: |a + b| <|a| + |b]

Distancia en la recta real

Una distancia es una medida que tiene unas determinadas propiedades: 1) No negatividad. 2) Simetria.
3) Propiedad triangular.

La distancia entre dos numeros reales x e y se define como:
Dist(x, y) = |x — y|.
Verifica las propiedades antes indicadas pues:

1) Al estar definida con el valor absoluto es siempre un nimero no negativo. Es mds, para que la
distancia entre dos puntos valga cero, sélo es posible si los dos puntos son coincidentes:

0=Dist(x,y)=x—y=>x-)y=0 = x=y.

2) Simetria: Dist(x, y) = |x — y| = |y — x| = Dist(y, x).
3) Propiedad triangular: Dist(x, y) < Dist(x, z) + Dist(z, y).

Ejemplo:
#+ Representa en la recta real los ejemplos anteriores y comprueba el valor de su distancia
+ Siestamos en el sétano 92 y subimos al piso 52, ¢ Cudntos pisos hemos subido?
Como hemos visto en el ejemplo anterior, hemos subido en total 14 pisos.
Dist(-9,5)=15—-(-9)|=|5+9)|=|14| = 14.
+ Si el termémetro marca —12 y luego marca 52, écudntos grados ha subido la temperatura?
Como hemos visto en el ejemplo anterior, la temperatura ha subido 69.

Dist(—1, 5) =[5 — (=1)| = |5 + 1)| = |6| = 6.
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Algebra

1.4. Intervalos y entornos
Recuerda que:

Un intervalo de numeros reales es el conjunto de nimeros correspondientes a una parte de la recta
numérica, en consecuencia, un intervalo es un subconjunto del conjunto de los numeros reales.

Tipos de intervalos

Intervalo abierto: es aquel en el que los extremos no forman parte del mismo, es decir, todos los
puntos de la recta comprendidos entre los extremos forman parte del intervalo, salvo los propios
extremos.

En otras palabras I = (a, b) = {x € R| a <x < b},

observa que se trata de desigualdades estrictas. b

a
L P
S St

Graficamente, lo representamos en la recta real

del modo siguiente:

Intervalo cerrado: es aquel en el que los extremos si forman parte del mismo, es decir, todos los puntos
de la recta comprendidos entre los extremos, incluidos éstos, forman parte del intervalo.

En otras palabras [ = [a, b] ={xe R| a<x < b},
observa que ahora no se trata de desigualdades

. a b
estrictas.

Graficamente:

Intervalo semiabierto: es aquel en el que solo uno de los extremos forma parte del mismo, es decir,
todos los puntos de la recta comprendidos entre los extremos, incluido uno de éstos, forman parte del
intervalo.

Intervalo semiabierto por la izquierda, el extremo inferior no forma parte del intervalo, pero el
superior si, en otras palabras:

1=(a,b]={xe Rla<x<b}, X
b
observa que el extremo que queda fuera del & ®

intervalo va asociado a una desigualdad estricta.

Intervalo semiabierto por la derecha, el extremo superior no forma parte del intervalo, pero el inferior
si, en otras palabras I = [a, b) = {x € M| a < x < b}, observa que el extremo que queda fuera del
intervalo va asociado a una desigualdad
estricta. a

©

Graficamente: &

Semirrectas reales
Semirrecta de los nimeros positivos S = (0, «), es decir, desde cero hasta infinito.

Semirrecta de los nimeros negativos S = (—, 0), es decir, desde el menos infinito, el infinito negativo,
hasta cero.

Con lo que toda la recta de los nimeros reales es R = (—o0, o).

A una semirrecta se la puede considerar como un intervalo infinito.
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Algebra

Entornos
Es una forma especial de expresar los intervalos abiertos.

Se define el entorno de centro a y radio r y se denota E(a , r) (otra forma usual es E, (a)) como el
conjunto de nimeros que estan a una distancia de a menor que r.

Con un ejemplo se entenderd mejor:
Ejemplo:

4 El entorno de centro 5y radio 2 son los nimeros que estdn de 5 una distancia menor que 2. Si lo
pensamos un poco, serdn los nimeros entre 5 — 2 y 5 + 2, es decir, el intervalo (3, 7). Es como coger
el compas y con centro en 5 marcar con abertura 2.

E(5,2) = (3,7) =

w O
~NO

Fijate que el 5 esta en el centro y la distancia del 5al 7y al 3 es 2.

E(a,r)=(a~r,a+r)

Ejemplo:
+EQ2,4)=(24,2+4)=(2,6)
Es muy facil pasar de un entorno a un intervalo. Vamos a hacerlo al revés.
Ejemplo:
4 Sitengo el intervalo abierto (3, 10), écdmo se pone en forma de entorno?

3+10 13

Hallamos el punto medio —2 ~5 = 6,5 que sera el centro del entorno. Nos falta hallar el radio:

(10-3):2 = 3,5 es el radio (la mitad del ancho). Por tanto (3, 10) = E(6,5 ; 3,5)
En general:

b+c c—bj
2

Elintervalo (b, c) es el entorno E(T,— .

Ejemplo:

—8+1 1—(-8)
2 7 2

+ Elintervalo (8, 1) = £( ) = E(-3,5;4,5)

También existen los entornos cerrados pero son de uso menos frecuente.
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Algebra

1. Dados los intervalos:
A={xeR/-10<x<1};B = {xeR/%<x£3};C:R—(l,2)

Se pide:
a) Representarlos en la recta real.
b) Calcular sus longitudes.
c) Calcular: AUB,ANB,AuC,(ANC)UB,AUBUC,ANBNC
2. Escribe y representa en la recta real los conjuntos siguientes:
-Un entorno del punto 7 y radio 2

-Un entorno del punto -2 y radio 1

-Un entorno del punto 1y radio \/g

-Un entorno del punto «/Ey radio 3
3. Representa aproximadamente, en la recta real los numeros: 0,3; -8§; \/g; 1,222...; 3,5; \/7;
1/7;3,777....
4. Escribe dos niumeros con las condiciones siguientes:
a) Mayores que 0,12 y menores que 0,13.

b) Comprendidos entre 2,35 y 2,36.Comprueba que la diferencia entre estos numeros y 2,36 es menor
gue una centésima.

1.5 APROXIMACION DE UN NUMERO DECIMAL.

Hay veces en que es necesario hacer aproximaciones por motivos practicos (no le vamos a decir al
tendero que nos dé 2m metros de cuerda por la cuenta que nos trae) y a trabajar con numeros
aproximados por, entre otros motivos, no conocer los valores exactos. Asi por ejemplo, si nos pesamos
es una bdscula y marca 65,4 Kg, {cuanto pesamos exactamente? No se puede saber, es imposible, lo
maximo que podemos decir es que nuestro peso esta entre 65,3 y 65,5 Kg si el error maximo es de 100
gramos.

Error Absoluto
Se define el error absoluto (EA) como EA = |valor real —valor aproximado|.

Las barras significan “valor absoluto” que ya sabes que quiere decir que en caso de ser negativo lo
convertimos a positivo.

Ejemplo:
Si aproximamos 1t por 3,1416 tendremos que el EA = 7r—3,1426| = |—0, 0000073...| = 0,0000073 unas 7

millonésimas.
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Algebra

Cota del Error Absoluto

Para calcular el error absoluto es preciso conocer el valor real, lo que muchas veces es imposible. Pero
siempre podemos poner una cota (un valor maximo) al error absoluto sélo teniendo en cuenta el orden
de aproximacion, asi, si hemos redondeado en las diezmilésimas (como en el ejemplo) siempre
podemos afirmar que el EA < 0,00005, es decir, menor o igual que media unidad del valor de la cifra de
redondeo o 5 unidades de la siguiente (5 cienmilésimas), que es lo mismo.

Actividades resueltas
% Calcula la cota del error absoluto de:

N~ 2,1=> EA<0,05

N=600=EA<50 si suponemos que hemos redondeado en las centenas.

Cudndo no se conoce el valor real, no puede conocerse el valor absoluto, pero si una cota. Si un
crondmetro tiene una precisién de décimas de segundo diremos que el EA < 0,05 s (media décima o 5
centésimas)

Si tenemos un nimero A4 y la cota del error absoluto es A4 (se lee incremento de A) suele ponerse 4 +
AA sobre todo en las Ciencias Experimentales.

Error Relativo.
Para comparar errores de distintas magnitudes o nimeros se define el error relativo (ER) como:
EA
) |Valor real|
que suele multiplicarse por 100 para hablar de % de error relativo.

Si no se conoce el valor real se sustituye por el valor aproximado (la diferencia normalmente es
pequeiia).

Actividades resueltas

# Si aproximamos raiz de 3 por 1,73, el error relativo cometido es:
0,0021

J3

Si en la ultima division ponemos el valor aproximado 1,73 el ER sale aproximadamente 0,121%.

3~1,73= EA~0,0021= ER =

~0,00121 = 0,121%

+ En las aproximaciones A =5,2 con EA <0,05 y B =750 con EA <5, ¢en cual estamos cometiendo
proporcionalmente menor error?

Calculamos los errores relativos:

0,05

A=> ER< = ER<0,0096 = ER <0,96%

5

B-)ERS%: ER <£0,0067 = ER <0,67%

Es mejor aproximacién la de B.
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Algebra

Control del error cometido:

Actividades resueltas
#+ Tenemos dos numeros redondeados a las décimas: A=2,5yB=5,7
Vamos a hacer operaciones con ellos controlando los errores.

Como el EA < 0,05 (recuerda: si redondeamos en las décimas el error serd inferior o igual a 5
centésimas) tenemos que A puede estar entre 2,45y 2,55; igualmente B estard entre 5,65y 5,75.

Suma:

El valor mas pequefio sera 2,45 + 5,65 = 8,1; el valor maximo sera 2,55 + 5,75 = 8,3. Si restamos da 0,2.
Si tomamos como valor de la suma 8,2, que es la media, ahora el EA < 0,1 (la mitad de la diferencia
entre el maximo y el minimo, fijate en que 8,2 esta a distancia 0,1 de 8,1 y de 8,3) cuando antes era
inferior a 0,05. Ya no podemos estar seguros del ultimo decimal. Con la resta pasa lo mismo.

Minimo 5,65 — 2,55 = 3,1 (i0jO!, el menor menos el mayor). Maximo 5,75 —2,45 = 3,3. La mediaes 3,2y
como(3,3-3,1):2=0,1elEAL0,1
En cada suma o resta el error absoluto es la suma de los errores absolutos (demuéstralo).

Si hacemos varias sumas y restas, pues aumentara peligrosamente.

Actividades resueltas

#+ Medimos el radio de una circunferencia con una regla milimetrada y marca 7,0 cm. Queremos
calcular el area del circulo. El error maximo en el radio es de 0,05 cm luego puede estar entre
6,95 y 7,05. Si aplicamos la férmula 77 para estos valores obtenemos 151,7 y 156,1, que son
los valores minimo y maximo. La diferencia es 4,4 y su mitad es 2,2 que es la cota de error
absoluto. Diremos que

A=153,9 + 2,2 cm’.

2,2

La cota del error relativo 100 =1,4 %.

b

El radio tenia una cota de (0,05 : 7)-100 = 0,71 %, luego hemos perdido precision.

Si operamos con nimeros aproximados, y peor aun, si lo hacemos en repetidas ocasiones, los errores se
van acumulando hasta el punto de poder hacerse intolerables.

1+
1. Redondea

hasta las centésimas y halla los errores absoluto y relativo cometidos.

2. Halla una cota del error absoluto en las siguientes aproximaciones:

a) 2,1 b) 123 c) 123,00 d) 4000 con redondeo en las decenas.
3. Una balanza tiene un error inferior o igual a 50 g en sus medidas. Usamos esa balanza para elaborar
10 paquetes de azucar de 1 Kg cada uno que son un lote. Determina el peso minimo y maximo del
lote. ¢ Cual es la cota del error absoluto para el lote?
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Algebra

2. POLINOMIOS.

2.1. Definicion. Términos. Grado. Valor numérico

Recuerda que:

Un monomio viene dado por el producto de nimeros reales e indeterminadas. Llamaremos coeficiente
de un monomio al nimero real que multiplica a la indeterminada, o indeterminadas; la indeterminada,
o indeterminadas, conforman la parte literal del monomio.

Un polinomio es una expresiéon construida a partir de la suma de monomios. El grado de un polinomio
vendra dado por el mayor grado de sus monomios.

Ejemplos:
1
* e x? =32-x +8 es un polinomio de grado 3 en la variable x .

+ -5 y4 +6-x*+11-x esun polinomio de grado 4 en las indeterminadas x e y.

£ 327 -y3 —2+5-y2 es un polinomio de grado 5 en x e y.
+ 8x—-9-y+3-z esun polinomio de grado 1en x,yyz.

Tanto en esta seccidon como en la siguiente nos limitaremos, basicamente, a considerar polinomios con
una Unica variable.

El aspecto genérico de un polinomio en la variable x es

= 2
ax"+a, x" 4. +ax +ax+a,

donde los coeficientes @, son nimeros reales.

Decimos que un polinomio es ménico cuando el coeficiente de su término de mayor grado es igual a 1.

Los términos de un polinomio vienen determinados por el nimero de monomios que tenga ese
polinomio.
Recuerda que:

Monomio: mono: uno, nomio: término: 1 término
Binomio: bino: 2 dos, nomio: término: 2 términos
Trinomio: trino: tres, nomio: término : 3 términos.
Cuatrinomio: cuatri: cuatro, nomio: término: cuatro términos.

A partir de cuatrinomio se les nombra polinomios: Poli: varios, nomio: términos.

Asi por ejemplo:

+* 4y3 +3y—7 esta formado por 3 monomios 4y3, 3y, =7 por lo tanto tendra tres términos.

* — 3y4 +8x7% + 5x esta formado por 3 monomios, —3y4, 8x° y 5x, por lo tiene 3 términos.
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Algebra

Si fijamos, o escogemos, un valor concreto para la variable de un polinomio aparece un nimero real el
valor numérico del polinomio para ese valor determinado de la variable.

Si hemos llamado p a un polinomio, a la evaluacion de p en, por ejemplo, el nimero -5 la denotamos
por p(=5), y leemos “p de menos cinco” o “p en menos cinco”. Con este criterio, si p es un polinomio

cuya indeterminada es la variable x, podemos referirnos a él como p o p(x) indistintamente.

De esta forma apreciamos que un polinomio puede ser entendido como una manera concreta de
asignar a cada numero real otro nimero real.

Ejemplos:
. . . 4 1 2 p
+ Sievaluamos el polinomio p =-3x +§x +2 en x=35 nos encontramos con el niimero

p(5):—3-54+%-52+2:—3-625+5+2:—1875+7:—1868

& Elvalor del polinomio q(y)=4y> +3y—7 para y =1 es
g-)=4-(-1)* +3-(-)-7=4-(-1)-3-7=-4-10=-14

2.2. Operaciones con polinomios

Ya sabes que:

Suma y resta de polinomios:

Como un polinomio es una suma de monomios, la suma de dos polinomios es otro polinomio. A la hora
de sumar dos polinomios procederemos a sumar los monomios de igual parte literal.

Ejemplos:
+ La suma de los polinomios —3x4+%x2+2 y —x'+4x>—=5x—-6 es el polinomio
4 1 2 4 2 4 4 1 2 2
(-3x o +2)+ (—x* +4x7 —5x—6) = (3x* —x )+(§x +4x2)=5x+(2-6) =
4 1 2 s 21 5
=(-3-1)-x +(§+4)~x —5x+(2-6)=—4x* + oat - 5x -4

£ (7x* =5x+3)+(2x* +9x—8) = (Tx? +2x%) +(-5x +9x) +(3—8) =9x? +4x -5

%+ En el siguiente ejemplo sumaremos dos polinomios disponiéndolos, adecuadamente, uno sobre

otro.
5 4 3 2
2x° +6x" +3x  —11x"+5x +6
5 3 2
+ -9x +4x” +11x" —-9x -7
—7x° +6x* +7x° —4x—1
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Propiedades de la suma de polinomios

Propiedad conmutativa. Si p y ¢ son dos polinomios, no importa el orden en el que los coloquemos a la
hora de sumarlos:

pP+q=q+p

Ejemplo:

b (7 =2+ 7+ (= +x° =3x+1) == + (4x +x7) +(2x—3x) + (7+1) =—x" +5x* —5x+8
£ (X +x2 3x+D)+(@x7 —2x+7)=—x> + (x* +4x7) + (Bx—=2x)+(1+7) = —x" +5x* =5x+8

Propiedad asociativa. Nos sefiala cdmo se pueden sumar tres o mas polinomios. Basta hacerlo
agrupandolos de dos en dos:

(p+@)+tr=p+(q+r)

Ejemplo:
n 2x* =2x2 +2)+ (x* +7x7 +5x+2)+ (x+6) = (2x° = 2x" + 2+ x* +7x" +5x +2)+ (x —6) =
=(x 2 57 4 5x+2)+(x+6)=xt +2x° +5x7 +6x+8
También:
n x> =2x" +2)+ (xP+Tx> +5x+2)+(x—6)=2x° =2x> + )+ (x* +7x° +5x+ 2+ x+6) =

=(2x7 =2x+2)+ (x* +7x7 +6x+8)=x" +2x> +5x> + 6x +10

Elemento neutro. Hay un polinomio con una propiedad particular: el resultado de sumarlo con
cualquier otro siempre es éste Ultimo. Se trata del polinomio dado por el nimero 0, el polinomio cero.

Ejemplo:

£ (5 +4x> =3x+1)+0=0+(5x" +4x” —3x+1)=(5x +4x” - 3x+1)
£ 0+(-7x° +3x+7) = (7% +3x+7)+0=—7x +3x+7

Elemento opuesto. Cada polinomio tiene asociado otro, al que llamaremos su polinomio opuesto, tal
que la suma de ambos es igual al polinomio cero. Alcanzamos el polinomio opuesto de uno dado,
simplemente, cambiando el signo de cada monomio.

Ejemplo:

% El polinomio opuesto de p=-3x*+5x’ +2x—7 es 3x* —5x* —2x+7, al que denotaremos
como "-p". Ratifiquemos que su suma es el polinomio cero:

(3x* +5° +2x =)+ (3x* =5x° =2x+7) =(3x* +3x") + (5%’ =5¢") + (2x —2x) +(-7+7) =0
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Resta de polinomios:

Recordemos que el polinomio opuesto de otro se obtiene simplemente cambiando el signo de cada

monomio. Esta accién se corresponde con multiplicar por el nimero “—1” el polinomio original. De esta
forma el polinomio opuesto de P es

—p=(D)-p

En este momento aparece de manera natural la operacidon diferencia, o resta, de polinomios. La
definimos con la ayuda del polinomio opuesto de uno dado:

p—q=p+(=g9)=p+(-D-¢q
La resta consiste en sumar a un polinomio el opuesto de otro.
Ejemplo:
4 Dado el polinomio: p=2x*—3x" +6 y el polinomio: g=-7x" +6x" +7.
Vamos arestarp — g:
El proceso es el mismo que para la suma, lo Unico que cambia es que a p le sumamos el opuesto de g:

Es decir a g le cambiamos de signo y se lo sumamos a p:
2x* =3x7 +6) = (=7x* +6x7 +7) = (2x* =3x* +6) + (Tx* —6x* =7) =9x* —5x* 1.
Recordemos que el opuesto de g es —¢, (7x* —6x* =17).
Ejemplo:
(=5x" =3x+2) —(2x* + x> +3x* +6) = (=5x" =3x+2)+ (2x* —x’ =3x” —6) =
=2x" =’ +(=5x" =3x%)-3x+(2-6) =2x" —x’ —8x* —3x—4

5. Realiza la suma y resta de los siguientes polinomios:
a)x* -2 b) 3x*+x’— 1
6. Realiza las siguientes sumas de polinomios:
a) (X" —x)+(2x" =3x+1)+(2x’ —2x" +x-2)
b) —x* +(x* +2x—3) +(-3x" =5x +4)+(2x’ —x +5)
7. Escribe el polinomio opuesto de cada uno de los siguientes polinomios:
a) 2x* —6x’ +4x* +4x -1
b) —7x° —6x+5
c) —x*+3x*-8x+7
8. Considera los polinomios p=+x"—6x+2, g=3x"+3x+1, asi como el polinomio suma
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S = p+q. Halla los valores que adopta cada uno de ellos para x =—2, es decir, calcula p(-2),
q(—2) y s(—2). Estudia si existe alguna relacidn entre esos tres valores.

9. Obtén el valor del polinomio p=—Xx —5x" +2x-2 en x=3. ¢Qué valor toma el polinomio
opuesto de P en x=3?
10. Realiza las siguientes diferencias de polinomios:
a) (—4x° +2x)—(-3x%)
b) (2x* +x)—(-3x—4)

c) Bx* —x)—(2x’ +x” —x)

Producto de polinomios
Otra operacion que podemos realizar con polinomios es la multiplicacion.

El resultado del producto de polinomios siempre serd otro polinomio. Aunque en un polinomio
tenemos una indeterminada, o variable, como ella toma valores en los numeros reales, a la hora de
multiplicar polinomios utilizaremos las propiedades de la suma y el producto de los nimeros reales, en
particular la propiedad distributiva del producto respecto de la suma; asi, todo queda en funcidn del
producto de monomios, cuestion que resolvemos con facilidad:

ax" -bx" = abx"*"
Ejemplos:

a) 6x7 - (2x) =6-(-2)- x** =—12°

b) 5x°-(—4)=5-(-4)-x’ =20«

¢) 3x*-(2x% —4x+6) =(3x" - 2x7) —(3x* -4x) +(3x* - 6) =6x" —12x" +18%°

d) (=x° +3x=1)- (<2x) = (1) - (2x) + (3x) - (-2) + (=) (2x) = 2x* —6x7 +2x

(Bx—2)-(x* —4x—5)=(3x)- (x* —4x—35) +(-2)- (x* —4x—5) =
®) (30 2120 —150)+ (20 +8x+10) =
=3x" +(-12x% = 2x?) + (-15x +8x) + 10 =3x" —14x* —=7x+10

(x+6)-(x* =2x) = (x+6)- x> +(x+6)- (-2x) = (x° +6x7) +(-2x* +12x) =x° +6x° —2x* +12x

f)
Ejemplo:
4+ También podemos materializar el producto de polinomios tal y como multiplicamos numeros
enteros:
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-2x +x+4

X x> =3x+1

—-2x° +x+4
6x* —3x*—12x

—2x° +x°+4x°

“2x +6x —x +x?P-11x+4

11. Efectua los siguientes productos de polinomios:
a) (5x° —2x)-(—4x?)
b) (2x* +x)-(-3x—4)
o) 2x° +x° —x7)-(3x” —x)
d) (=1)-(7x’ —4x” —=3x+1)

12. Multiplica cada uno de los siguientes polinomios por un numero de tal forma que surjan
polinomios modnicos:

a) 4x° +3x° +2x2
b) —2x° +x* -1
c) —x*+x-7
13. Calcula y simplifica los siguientes productos:

a) 3x-(2x° +4x° —6) b) (3x—4)-(4x+6)

) (2a*>—5b)-(4b—3a*) d) (3a—6)-(8-2a)-(9a—2)

Propiedades del producto de polinomios

Propiedad conmutativa. Si p y ¢ son dos polinomios, no importa el orden en el que los coloquemos a la
hora de multiplicarlos:

Ejemplo:

2 20 =7 (X" +x) =20 (=X +x7) =T (=X +x7) = 2x° + 2x* + Tt =T =2x° +9x° —Tx°

(= +x7)- 2 =T ==x" 2 =)+ x> - (2x° =T)==2x" +Tx* +2x* = 7x" = 2x° +9x* —7x°
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Propiedad asociativa. Nos sefiala cdmo se pueden multiplicar tres o mds polinomios. Basta hacerlo
agrupandolos de dos en dos:

(p-q)r=p-(qr)

Ejemplo:

(4> =2) - (=3x+1))- (=" +x) = (~12x> +4x> +6x = 2) - (—x* +x) =

=12x° —12x* —4x° +4x° —6x" +6x* +2x> —2x =12x° —4x” —18x"* + 6x° + 6x7 —2x
También:

(4x° =2)-((=3x+1)-(=x* +x))= (4x” =2)-Bx* =3x" x> +x) =

=12x° —12x* —4x° +4x° —6x* +6x> +2x° —2x =12x° —4x° —18x"* + 6x° + 6x* — 2x

Elemento neutro. Hay un polinomio con una propiedad particular: al multiplicarlo por cualquier otro
siempre nos da éste ultimo. Se trata del polinomio dado por el numero 1, el polinomio unidad.

Ejemplo:
+ 1-(—8x2 -2x+3)= (—8x2 —-2x+3)-1 =8x* —2x+3

Propiedad distributiva de la multiplicacion respecto de la suma. Cuando en una multiplicacidon de
polinomios uno de los factores viene dado como la suma de dos polinomios como, por ejemplo,

(837 —x)-(<2x+7)+ (x* —4x)
tenemos dos opciones para conocer el resultado:
a) realizar la suma 'y, después, multiplicar
(8x? —x)~((—2x+11)+(x3 —4x)): (8x? —x)-(x3 —6x+11):
=8x° —48x” +88x” — x* +6x —11x =8x" — x* —48x” +94x” ~11x
b) distribuir, aplicar, la multiplicacidon a cada uno de los sumandos y, después, sumar:
(8x2 —x)- (=2 +11) + (x* = 4x) ) = (822 = x) - (—2x + 11) + (832 — x) - (x* — 4x) =
= (—16x> +88x% +2x% —11x)+ (8x° —=32x° —x* +4x?)=8x" —x* —48x® +94x? —11x
Comprobamos que obtenemos el mismo resultado.
En general, la propiedad distributiva de la multiplicacion respecto de la suma nos dice que
p-(g+r)=(p-a)+(p-r)

Conviene comentar que la anterior propiedad distributiva leida en sentido contrario, de derecha a
izquierda, es lo que comunmente se denomina sacar factor comun.

Ejemplo:
6x° —10x* =22x° +2x* =(3x* =5x" —11x+1)-2x°
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14. Realiza los siguientes productos de polinomios:
a) x*-(5x* =3x" +1)-2x°
b) (2x* —3)-(-3x* —=5x +4)-(—x)
15. De cada uno de los siguientes polinomios extrae alguin factor que sea comun a sus monomios:
a) —16x* —20x* +10x?
b) 24x* —30x>

Productos notables de polinomios

En este apartado vamos a destacar una serie de productos concretos de polinomios que surgen
frecuentemente. Podemos exponerlos de muy diversas formas. Tal y como lo haremos, aparecerd mas
de una indeterminada; hemos de ser capaces de apreciar que si, en un algun caso concreto, alguna
indeterminada pasa a ser un numero concreto esto no hara nada mds que particularizar una situacién
mas general.

Potencias de un binomio. Las siguientes igualdades se obtienen, simplemente, tras efectuar los
oportunos cdlculos:

+ (a+by =a’ +2ab+b’

b
El cuadrado de una suma es igual al cuadrado del primero, mas el doble |
producto del primero por el segundo, mas el cuadrado del segundo. a

Comprueba la igualdad a partir de los cuadrados y rectdngulos de la
ilustracion.

4+ (a—b)’ =a’ —2ab+b’

El cuadrado de una diferencia es igual al cuadrado del primero, menos el doble producto del primero
por el segundo, mas el cuadrado del segundo.

Observa la figura y conéctala con la igualdad.

' 4 (a+b)’ =d’ +3a’b+3ab’ +b’

Ratifica la igualdad con los cubos y prismas de la figura.
L/

+ (a-b) =a’ -3a’b+3ab’ b’

Podemos observar que, en cada uno de los desarrollos, el
exponente del binomio coincide con el grado de cada uno de los
monomios.
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Ejemplos:
a) (@+2) =a*+2-a-2+2* =a* +4a+4
b) (x—5)* =x*-2-x-5+5% =x? —10x+25
c) (7x+35)? =(7x)* +2-7x-5+(5)* =49x* +70x+25
d) (x=3y)* =x? =2-x-3y+(3y)* =x* —6xy+9y*
e) (4x—75)° = (4x)* =3-(4x)? -5+3-(4x)-5% —5° = 64x> —60x* +30x —125

Suma por diferencia. De nuevo la siguiente igualdad se B b2
obtiene tras efectuar el producto sefialado: |
: a :
4+ (a+b)-(a-b)=d*-b (a s | — a’
Suma por diferencia es igual a diferencia de cuadrados. :
Observa las figuras y conéctalas con la igualdad. -b : a a
Ejemplos:
a) (a+5)-(a-5=a*>-5"=a*>-25
b) (x+1)-(x—1)=x*—1> =x* -1
) Bx+4)-Bx—4)=(3x)* -4* =9x* 16
d) (-3x-5)-(-3x+5)=(-1-Bx+5)-(-3x+5=(-1D)-(5+3x)-(5-3x) =
= (-1)-(5* =(3x)*) = 25+9x7
Actividades propuestas
16. Realiza los calculos:
a) 2+3a)’
b) (=x+3)’
c) (-3x+2)°
d) (x* -1y’
e) (4x° +2)
17. Obtén las formulas de los cuadrados de los siguientes trinomios:
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a) (a+b+c) b) (a+b—c)*
18. Desarrolla las siguientes potencias:
a) (2x - 5y)° b) (3x + y/3)? c) (5x° — 5/x)°
d) (3a - b)* e) (a* + b*)* f) (3/5y - 2/y)*
19. Expresa como cuadrado de una suma o de una diferencia las siguientes expresiones algebraicas:
a)a* +6a%+9 b) 9x* — 6x + 1 c) b2 —10b + 25
d) 4y* + 12y + 9 e)a’—2a% +1 fy'+6y°+9

20. Efectua estos productos:
a) (4x° +3y)-(4x> - 3y)
b) (2x” +8)-(2x* —=8)
c) (—=x* +3x)-(x* +3x)
Division de polinomios
Ya sabes que:

Analicemos con detenimiento la division de dos numeros enteros positivos. Cuando dividimos dos
numeros, D (dividendo) entre d (divisor, distinto de 0), surgen otros dos, el cociente (c) y el resto ().
Ellos se encuentran ligados por la llamada prueba de la division:

D=d-c+r
Alternativamente:
D r
d d

Ademds, decimos que la division es exacta cuando 7 =0.

El conocido algoritmo de la divisién persigue encontrar un nimero entero, el cociente c, tal que el resto
7 sea un numero menor que el divisor d, y mayor o igual que cero. Fijémonos en que, sin esta exigencia
para el resto », podemos escoger arbitrariamente un valor para el cociente ¢ el cual nos suministra su
valor asociado como resto r.

En efecto, si tenemos como dividendo D = 672 y como divisor d = 12, “si queremos” que el cociente sea
¢ =48 su resto asociado es

r=D—d-c=672—-12-48=672—-576=96
y la conexién entre estos cuatro nimeros es

672=12-48+96

Esta dltima “lectura” de la division de nimeros enteros va a guiarnos a la hora de dividir dos
polinomios.

Dados dos polinomios p(x) y ¢g(x), la division de p(x), polinomio dividendo, entre ¢g(x), polinomio
divisor, nos proporcionara otros dos polinomios, el polinomio cociente ¢(x) y el polinomio resto r(x) .
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También aqui pesard una exigencia sobre el polinomio resto: su grado deberd ser menor que el grado
del polinomio divisor. La relacién entre los cuatro serd, naturalmente,

p(x)=¢q(x)-c(x)+r(x)
También escribiremos

PO _ o 1)
q(x) q(x)

Al igual que ocurre con el algoritmo de la division entera, el algoritmo de la divisién de polinomios
consta de varias etapas, de caracter repetitivo, en cada una de las cuales aparecen unos polinomios
cociente y resto “provisionales” de forma que el grado de esos polinomios resto va descendiendo hasta
gue nos topamos con uno cuyo grado es inferior al grado del polinomio divisor, lo que indica que hemos
concluido. Veamos este procedimiento con un ejemplo concreto

Ejemplo:
% Vamos a dividir el polinomio p(x)=6x"+5x" +x* +3x—2 entre el polinomio g(x)=2x"—x+3.

Como el polinomio divisor, ¢(x), es de grado 2, debemos encontrar dos polinomios, un
polinomio cociente ¢(x), y un polinomio resto »(x) de grado 1 0 0, tales que

p(x) =q(x)-c(x) +r(x)
» Primera etapa:

Para poder lograr la igualdad p=¢g-c+r, como el grado de »(x) sera 1 00, el término de mayor grado
de p(x), 6x*, surgird del producto g(x)-c(x). Asi obtenemos la primera aproximacién de c(x), su
monomio de mayor grado:

c,(x)=3x"

y, de manera automatica, también un primer resto r(x) :

6x* +5x° +x7 +3x-2 | 2x*—x+3
—6x* +3x° —9x 3x’

8x° —8x? +3x—2

Como este polinomio 7 (x) es de grado 3, mayor que 2, el grado del polinomio divisor g(x), ese
polinomio resto no es el definitivo; debemos continuar.

» Segunda etapa:

Esta segunda etapa consiste en dividir el polinomio I’l(x)=8x3 —8x* +3x—2, surgido como resto de la

etapa anterior, entre el polinomio g(x)=2x"—x+3, el divisor inicial. Es decir, repetimos lo hecho
antes pero considerando un nuevo polinomio dividendo: el polinomio resto del paso anterior.

Al igual que antes, el grado de r(x) deberia ser 1 0 0. Como el término de mayor grado de r(x), 8x°,
sale del producto ¢(x)-c,(x), es necesario que el polinomio cociente contenga el monomio
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c,(x)=4x
Ello nos lleva a un segundo resto r,(x) -4x%-9x-2

Como este polinomio r,(x) es de grado 2, igual que el grado del polinomio divisor g(x), ese polinomio
resto no es el definitivo; debemos continuar.

» Primeray segunda etapas:
6x* +5x° +x° +3x-2 | 2x*—x+3
—6x* +3x° —9x° 3x° +4x
8x° —8x% +3x-2
—8x” +4x° —12x

—4x*—9x-2

» Tercera etapa:

Esta tercera etapa consiste en dividir el polinomio 7,(Xx)=—4x"—9x—2, el resto de la etapa anterior,

entre el polinomio g(x)=2x"—x+3, el divisor inicial. De nuevo repetimos el algoritmo pero con otro
polinomio dividendo: el polinomio resto del paso anterior.

Perseguimos que ¥, =¢-C;+r. Como en cada paso, el grado de »(x) deberia ser 1 o 0. El término de
mayor grado de r,(x), —4x’, surge del producto q(x)-¢;(x), por lo que

G(x)=—2
y el tercer resto 7%;(X) es: -11x+4

Como este polinomio 7;(X) es de grado 1, menor que 2, grado del polinomio divisor ¢(x), ese
polinomio resto si es el definitivo. Hemos concluido:

» Las tres etapas:
6x* +5x° +x* +3x -2 | 2x*—x+3
—6x* +3x° —9x* 3x* +4x-2
8x” —8x* +3x-2

—8x° +4x* —12x

—4x*—9x-2
4x> -2x+6
~11x+4

Conclusién: al dividir el polinomio p(x)=6x"+5x" +x” +3x—2 entre el polinomio g(x)=2x"—x+3
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. . . 2 . .
obtenemos como polinomio cociente ¢(x) =3x"+4x—2 y como polinomio resto 7(x)=—11x+4.

21. Divide los siguientes polinomios:
a) 2x* —x* —x+7 entre x> +2x+4
b) —10x> —2x* +3x+4 entre 5x° —x* —x+3
c) 4x° —6x° +6x> —3x—7 entre —2x° +x+3
d) —8x° —2x* +10x° +2x* +3x+5 entre 4x’ + x> +x—1
e) —6x +x>+1 entre x° +1

22. Encuentra dos polinomios tales que al dividirlos aparezca ¢(x)=x"—x—3 como polinomio

cociente y 7(x)=-3x" —1 como resto.

2.3. Regla de Ruffini. Teorema del resto

Debido a la importancia que tiene la division de polinomios cuando el polinomio
divisor es de la forma x—a, es conveniente agilizar tales divisiones.

Estamos ante la llamada regla de Ruffini, un algoritmo que nos proporciona tanto

el cociente como el resto que resultan de dividir un polinomio cualquiera entre B

otro de la forma x—a.
Paolo Ruffini

Veamoslo con un ejemplo:

Consideremos el polinomio p(x) =3x" —4x> +x+3. Vamos a dividirlo entre x+2.

X —4aXx X X
3x° —4x* +x+3 +2
_ DIVISION POR RUFFINI
3 2 2 EJEMPLO Efecuie aenie division entre polinemios.
—3x —6x 3x —10x+21 Eserjbi ¢l divide :

(=" = 3 e1)e (= 2)

—10x° + x +3
10x° +20x
21x+3
—21x-42
-39

Veamos como han surgido tanto el polinomio cociente como el resto. El que el grado del dividendo sea
tres y que el divisor sea de grado uno impone que el cociente tenga grado dos y que el resto sea un

nimero real. El cociente consta de los monomios 3x*, —10x vy 21, los cuales coinciden con los
monomios de mayor grado de cada uno de los dividendos después de disminuir sus grados en una
unidad: 3x> procede de 3x’ —4x* +x+3 (el dividendo inicial), —10x viene de —10x"+ x +3 vy, por

dltimo, 21 de 2Ix+3. Este hecho, coincidencia en el coeficiente y disminucién del grado en una
unidad, se debe a que el divisor, X+2, es ménico y de grado uno.

Seguidamente, vamos a tener en cuenta Unicamente los coeficientes del dividendo, por orden de grado,
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3, =4, 1 y 3; en cuanto al divisor, como es modnico y de grado uno, basta considerar su término
independiente, +2, pero como el resultado de multiplicar los monomios que van conformando el
cociente por el divisor hemos de restarselo a cada uno de los dividendos, atendiendo a este cambio de
signo, en lugar del término independiente, +2, operaremos con su opuesto, —2, numero que, a la vez, es

la raiz del divisor x+2 y sobre el que pesa la pregunta de si es o no raiz de p(x).

Este ultimo concepto lo veremos mas delante de manera detallada cuando definamos raiz de un
polinomio.

Vamos a compararlo con el proceso de la divisidén convencional y veremos que es igual:

% Primer paso de la divisidn:

3%’ —4x” +x+3 | x+2 3 -4 1 3
-3x’ —6x 3x? -2 -6
—10X2+ x +3 3 —10 |

Aparece en el cociente el monomio 3x? (coeficiente 3), el cual provoca la “desaparicién” de 3x* en el
dividendo y la aparicién del monomio —6x” (coeficiente —6 =(-2)-3). Después de operar (sumar) nos
encontramos con —10x> (coeficiente —10 = (—4)+(-6)) y, en el cociente —10x.

4 Segundo paso. El dividendo pasa a ser —10x° + x +3.

3x° —4x* +x+3 | x+2
~3x° — 61 332 —10x 3 -4 13
~10x" + x +3 -2 -6 20
10x* +20x 3 -10 21|
21x+3

La irrupcion en el cociente del monomio —10x (coeficiente —10) provoca la “desaparicién” de —10x?
en el dividendo y la aparicion del monomio 20x (coeficiente 20 =(-2)-(~10)). Después de operar

(sumar) nos encontramos con 2 Ix (coeficiente 21=1+20)y, en el cociente 21.

4 Tercer paso. El dividendo pasa a ser 21x +3.

3x° —4x* +x+3 | x+2
—3x’ —6x’ 3x? —10x +21
—10x*+ x +3 3 -4 1 3
10x” +20x -2 -6 20 —42
21x+3 3210 21]-39
—21x—-42
-39
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Tenemos en el cociente el término independiente 21. Este provoca la eliminacion de 21Ix en el
dividendo y la aparicién del término —42 =(-2)-21. Después de operar (sumar) nos encontramos con el

resto —39=3—-42.

En cada uno de los pasos figura, en la parte derecha, lo mismo que se ha realizado en la divisién
convencional, pero con la ventaja de que todo es mds 4agil debido a que Unicamente se manejan
numeros reales: los coeficientes de los distintos polinomios intervinientes.

Ejemplo:
4 Dividamos el polinomio p(x)=—x"+2x>—5x+4 entre x+3:
-1 2 0 5 4

-3 | +3 —15+45-150

~1 +5-15+50]|-146

23. Usa la regla de Ruffini para realizar las siguientes divisiones de polinomios:
a) —3x*+x+1entre x—1
b) x*+2x* —2x+1 entre x—2
c) 4x° =3x* -1 entre x +1
d) x> -9x+1 entre x—3

24. Estudia si es posible usar la regla de Ruffini, de alguna forma, para dividir x*> + 2x* + 5x+7 entre

2x+3.

Teorema del resto

El teorema del resto es muy util para hallar los valores numéricos de los polinomios sin necesidad de
sustituir directamente en ellos la incégnita por el numero de que se trate. Haciendo uso de dicho
teorema, podemos hallar las raices de los polinomios, proceso que habra que realizar con mucha
frecuencia en lo sucesivo.

El enunciado del teorema del resto es el siguiente:

Teorema del resto. El valor numérico que adopta un polinomio p(x) al particularizarlo en x=«
coincide con el resto que aparece al dividir p(x) entre x — o .

De esta forma, podremos saber de antemano si una division va a ser exacta sin necesidad de efectuarla.

Demostracion:

Segun vimos en el apartado de la divisién de polinomios, al dividir un polinomio D(x) entre otro, d(x), la
relacion que se establece es:

D(x) =d(x) - c(x) + r(x)

donde c(x) y r(x) son respectivamente, el cociente y el resto de la division. En este caso estamos
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dividiendo por x — a, es decir, el divisor es d(x) =x — a. Por tanto
D(x) = (x — a) - c(x) + r(x)

Hallamos el valor numérico del polinomio D(x) para x = a, para ello sustituimos la x por a:
D(a) = (a — a) - c(a) + 1(a)

Y, por tanto, D(a) = r(a) = r, que es precisamente lo que queriamos demostrar.

Ejemplo:

4 Dividamos el polinomio p(x) =—x" +3x’ —5x+4 entre x+3:
-1 +3 0 5 4

-3 +3 —18 +51 —168

-1 +6-18+56 |- 164
El cociente es —x’° +6x” —18x + 56 y el resto _164
p(x)==x"+2x" = S5x+4=(x+3)- (=’ +6x° =18 +56) +(-164)
Si evaluamos p(x) en x=-3 no puede dar cero, pero équé valor resulta?
p(=3)=(-3+3)-(-3)’ —6.(=3)° —18-(-3) +56) + (164 =0+ (~164) = —164

Naturalmente hemos obtenido el resto anterior, que vemos que coinciden, el valor numérico del
polinomio y el resto de la division.

25. Utiliza la regla de Ruffini para conocer el valor del polinomio —3x® + 7x? + 2x +4 en x=35.

2.4. Raices de un polinomio:

Dado un polinomio p(x) diremos que un numero real concreto « es una raiz, o un cero, del polinomio
p, sial evaluar p en x = a obtenemos el numero 0, esto es, si

p(@)=0
Ejemplo:
4 Consideremos el polinomio s(x)=2x>+2x> —8x—8.

O Elnumero 2 es unaraiz de s(x), puesto que
s(2)=2-2+2.22-8.2-8=2-842-4-16-8=16+8-16-8=0
0 Otraraizde s(x) es el nimero —1:
s(-D)=2-(=1+2-(=1)> -8-(=1)-8=2-(=1)+2-(+1) +8—-8=-2+2+8-8=0

0 En cambio, el nimero 1no es una raiz de s(x):
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s()=2-"+2-1"-8-1-8=2+2-8-8=4-16=—12%0
O Tampoco es raiz de s(x) el nimero O:

5(0)=2-0’+2-0"-8-0-8=0+0-0-8=-8#0

Calculo de las raices de un polinomio

Ejemplos:
+ Comprobemos, mediante la regla de Ruffini, que « =% es raiz del polinomio 2x* —3x+1:
2 -3 1
1/2 | 1 -1
2 -2 |

4 Para conocer las raices del polinomio x* —2 debemos estudiar si hay algin nimero real « tal
que lo anule, es decir, para el que se tenga
a’-2=0
a’=2
o= J_r\/i

Asi, el polinomio de grado dos x*—2 tiene dos raices distintas, las cuales son nimeros
irracionales.

+ Ya sabemos que hay polinomios que carecen de raices, como por ejemplo x> +4.

Para facilitar la comprensién de los conceptos y resultados de este asunto la mayoria de los nimeros
que han aparecido hasta ahora, coeficientes, raices, etc., han sido nimeros enteros. Por supuesto que
podemos encontrarnos con polinomios con coeficientes racionales, o irracionales, o con polinomios con
raices dadas por una fraccién o un numero irracional. También existen polinomios que carecen de
raices.

Apreciamos que la regla de Ruffini nos informa sobre si un nimero concreto es o no raiz de un
polinomio. Naturalmente, cuando estamos ante un polinomio, y nos interesa conocer sus raices, no es
posible efectuar una prueba con cada nimero real para determinar cudles son raiz del polinomio. En el
proximo parrafo destacaremos ciertos “nimeros candidatos” a ser raiz de un polinomio.

A la hora de buscar las raices enteras de un polinomio disponemos del siguiente resultado:
Dado un polinomio cualquiera
ax"+a, x""+...+ax +ax+a,
cuyos coeficientes son todos numeros enteros, sus raices enteras, si las tuviera, se encuentran
necesariamente entre los divisores enteros de su término independiente 4, .

Procedamos a su demostracién. Supongamos que cierto ndmero entero « es una raiz de ese
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polinomio. Tal numero debe anularlo:

n—1

En la Ultima igualdad, el nimero del lado izquierdo es entero, porque estd expresado como una suma

. , -a .
de productos de nimeros enteros. Por ello, el nimero del lado derecho, —2, también es entero. Al
a

ser también enteros tanto —d, como «, alcanzamos que « es un divisor de 4.
Ejemplos:
4+ Determinemos, con arreglo al anterior resultado, qué nimeros enteros son candidatos a ser

raices del polinomio 7x° +23x* —=2x -6

Tales nimeros enteros candidatos deben ser divisores de —6, el término independiente del
polinomio. Por ello, los Unicos nimeros enteros que pueden ser raiz de ese polinomio son:

+1,+2,+3, 6

4 Las Unicas posibles raices enteras del polinomio 2x* +3x* —11x—6 también son:

+1,+2,+3, 6

En este caso 2 y —3 son raices enteras del polinomio.

Algo mas general podemos afirmar sobre clases de niUmeros y raices de un polinomio:

Dado un polinomio cualquiera
n n— 2
ax"+a,_x" +...ta,x +ax+a,

cuyos coeficientes son todos nimeros enteros, sus raices racionales, si las tuviera, necesariamente
tienen por numerador algun divisor del término independiente, a,, y por denominador algun divisor

del coeficiente del término de mayor grado, @, .

Ejemplos:

4 En el polinomio 2x’ +3x> —11x—6 los nimeros racionales candidatos a ser raices suyas tienen

por numerador a un divisor de —6 y por denominador a un divisor de 2. Por lo tanto, los
Unicos numeros racionales que pueden ser raiz de ese polinomio son:

+1, £2, £3, £6, i—l, 2, 22 20,
272

) b

22

, . . —1 .
Ademds de 2 y —3, también es raiz 7; los demas no lo son.
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+ Las Unicas posibles raices racionales del polinomio 2x* + 7x* —11x? —4x—3 son:

s, 43, 223

22
En este caso ninguno de esos numeros es raiz del polinomio.

26. Emplea la regla de Ruffini para dictaminar si los siguientes niumeros son o no raices de los
polinomios citados:

a) a=3de x*—4x*+5
b) f=-2 de —x’ —2x" +x+2
c) y=1de —2x* +x+1

d) o=—1 de 2x* +2x?

27. Para cada uno de los siguientes polinomios sefala, en primer lugar, qué nimeros enteros son
candidatos a ser raices suyas y, después, determina cudles lo son:

a) x’—x*+2x-2
b) x* +4x’ +4x* +4x+3
c) 2x* +x*—18x-9

d) x* +2x° +3x% +6x
28. Comprueba que _71 es raiz del polinomio 2x” +3x*> —11x—6.

29. Para cada uno de los siguientes polinomios indica qué numeros racionales son candidatos a ser
raices suyas y, después, determina cuales lo son:

a) 3x* +4x-5
b) 2x® —9x* +12x +2

2.5. Factorizacion de polinomios:

Todo polinomio de grado n tiene a lo sumo n raices reales, alguna de las cuales puede aparecer
repetida entre esos no mas de n nuimeros reales.

Basandonos en el calculo de las raices de un polinomio vamos a realizar el proceso de descomposicién
de un polinomio en forma de producto de otros polinomios mas sencillos.(Factorizacién de un
polinomio):

Nos vamos a basar en el siguiente enunciado:

La condicion necesaria y suficiente para que un polinomio P(x) sea divisible por (x — a) es que a sea una
raiz de P(x).

Podemos reescribir este resultado de la siguiente manera:
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Un polinomio P(x) es divisible por (x — a) <> a es una raiz de P(x).

Vamos a demostrarlo:

Si P(x) es divisible por (x — a) = a es una raiz de P(x): Condicion necesaria

En efecto: Si P(x) divisible por (x — a) = r = 0 = P(a) = 0 (por el teorema del resto) = a es raiz de P(x)
Si a es una raiz de P(x) = (x — a) divide a P(x): Condicion suficiente

En efecto: a raiz de P(x) = P(a) = 0 (por el teorema del resto).

El resto de la divisién de P(x) entre (x — a) es 0 = (x — a) divide a P(x) por la definicién de raiz.

Como consecuencia inmediata se tiene: si a es una raiz de P(x) = P(x) = c(x) (x — a)

El polinomio dado queda descompuesto en forma de producto de dos factores. Repitiendo el proceso
para c(x), éste se puede descomponer a su vez de nuevo y asi sucesivamente.

Llegando al resultado general: Dado el polinomio P(x)=a,x" +a,_; +...a;x +a,cuyas n raices son xi,
X2, ..., Xn ,dicho polinomio se puede descomponer factorialmente de la siguiente forma:

P(x) =, (x—x)(x —x,)...00—x,)
Decimos que un polinomio es reducible si admite una factorizacion mediante polinomios de grado
inferior al suyo. En caso contrario el polinomio sera irreducible.
Ejemplo:
#+ Descomponer factorialmente el polinomio: X — 4x*+5x — 2.

Como el coeficiente de x* es 1, segln vimos en el apartado de calculo de raices de un polinomio, las
posibles raices racionales, de existir, han de ser divisores de 2.por tanto pueden ser: +1, — 1, +2, —2.

Comprobamos si el 1 es raiz. Aplicamos el teorema de Ruffini:

11-3 2 0

Por tanto, 1 es raiz y tenemos:
x° —4x? +5x -2 =(x—-1)(x* =3x+2)
Resolviendo ahora la ecuacién x*—3x+2 =0, resultax = 1 yx=2.

Por tanto, x’~ 3x + 2 = (x — 1)(x — 2) y en definitiva, el polinomio tendra la siguiente descomposicién
factorial:

X =4 +5x-2=(x-Dx-D)(x-2)=(x-1)*(x-2)
siendo sus raices x; = 1, doble y x, = 2.
Hay polinomios que no admiten raices, es decir, que no se anulan nunca.
Ejemplos:
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. . 2 . , . .
4+ El polinomio #(x) =x" +4 no tiene raices puesto que al evaluarlo en cualquier nimero real «
siempre nos da un valor positivo y, por lo tanto, distinto de 0O:

fa)=a’+4 > 0

Ademads, este polinomio de grado dos, #(x) =x" +4, es un polinomio irreducible porque, al
carecer de raices, no podemos expresarlo como producto de polinomios de menor grado.

4+ Otro polinomio sin raices reales es u(x) = 2+D? = +1)-(xF +) =x* +2x% +1.

30. Supongamos que tenemos dos polinomios, pl(X) y pz(X), y un nimero real «.
a) Si « es unaraizde p,(X), étambién es raiz del polinomio suma p,(X)+p,(x)?
b) Si & es una raizde p;(X), itambién es raiz del polinomio producto p;(xX)- p,(X)?

c) ¢Hay alguna relacion entre las raices del polinomio pl(X) y las del polinomio 4'p1(X)?
31. Construye un polinomio de grado 4 tal que posea tres raices distintas.
32. Determina un polinomio de grado 4 tal que tenga, al menos, una raiz repetida.
33. Construye un polinomio de grado 4 de forma que tenga una Unica raiz.
34. Conjetura, y luego demuestra, una ley que nos permita saber cuando un polinomio cualquiera
ax"+a, X" +..+ax+a,
admite al niumero 0 como raiz.
35. Demuestra una norma que senale cuando un polinomio cualquiera
ax'+a x""+...+ax+a,
admite al nimero 1 como raiz.
36. Determina las raices de cada uno de los siguientes polinomios:

a) x+5 b) —x+3 c) 7x-5 d) —3x—-11

e) —7x f) x2 —8x g) 4x* —x-3 h) x° —4x i) x> +25x

2.6. Fracciones algebraicas

Una fraccidn algebraica es una expresion de la forma:

P(x
PG om)#0
O(x)
doénde tanto P(x) como Q(x) son polinomios.
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Ejemplos:
4+ Asi son fracciones algebraicas las siguientes expresiones:

7x3 - 2x 4x% —9x 3x2y+2xy2
6x% +5x—9  2x2+33 Txy

Son expresiones algebraicas, son fracciones algebraicas. En general, no son un polinomio. Sélo lo es en
el muy particular caso en el que el denominador es un numero real diferente de cero, esto es, un
polinomio de grado 0.

Es sencillo constatar que las expresiones anteriores no son un polinomio: cualquier polinomio puede
tener un valor numérico para cualquier nimero real x. Sin embargo esas expresiones no pueden ser
evaluadas para los valores que anulan el denominador.

#+ Podriamos creer que la siguiente fraccion algebraica si es un polinomio:

—3x> +5x% -3x -3x> 5x* -3x
= + +

X X X X

= 3x? +5x-3

La expresion de la derecha si es un polinomio, pues se trata de una suma de monomios, pero la de la

izquierda no lo es ya que no puede ser evaluada en x =0. No obstante, esa fraccién algebraica y el
polinomio, cuando son evaluados en cualquier nimero diferente de cero, ofrecen el mismo valor.

Son expresiones equivalentes alli donde ambas tienen sentido.

Simplificacion de fracciones algebraicas:

De la misma manera que se hace con las fracciones numéricas, para simplificar fracciones algebraicas se
descomponen numerador y denominador en factores, simplificando, posteriormente, aquellos que son
comunes.

Ejemplo:
+ Una fraccién algebraica como

x'—-8x*-9

x—6x’—6x*-7x-6

puede ser simplificada gracias a que el numerador y el denominador admiten factorizaciones en las que
algun polinomio esta presente en ambas.

xt—8x* -9 B (x> +1)-(x+3)-(x-3) B x+3
X =6 —6x*=Tx—6 (X +D-(x+2)-(x+1)-(x=3) (x+2)-(x+1)

Como ya hemos apuntado en otras ocasiones, las expresiones final e inicial no son idénticas pero si son
equivalentes en todos aquellos valores para los que ambas tienen sentido, esto es, para aquellos en los
gue no se anula el denominador.
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Algebra

Operaciones con fracciones algebraicas

Las operaciones con fracciones algebraicas se realizan de la misma forma que las respectivas
operaciones con fracciones numeéricas.

Puesto que las fracciones algebraicas obtenidas a partir de dos polinomios son, en potencia, nimeros
reales, operaremos con tales expresiones siguiendo las propiedades de los niUmeros reales.

» Suma o resta. Para sumar o restar dos fracciones algebraicas deberemos conseguir que tengan
igual denominador. Una manera segura de lograrlo, aunque puede no ser la mas adecuada, es
ésta:

b P _Pi% P4 _DPt Py
4 49 99 44 4,4,

» Producto. Basta multiplicar los numeradores y denominadores entre si:

» Division. Sigue la conocida regla de la division de fracciones numéricas:

P
@ _Pi9
Py q," b,
q,

Ejemplo:
» Enuna suma de fracciones algebraicas como ésta

3x-2 4
2 + 2_ _
X +x x —x-2

podemos alcanzar un comun denominador en las fracciones a partir de la descomposicidon de cada
denominador:

3x—2+ 4 _ 3x-2 N 4 _ (Bx-2)-(x-2) N 4-x _
4x x-x-2 x-(x+D) (x+D)-x-2) x-(x+D)-(x=2) (x+D)-(x=2)-x
_(Bx=2)-(x=2)+4x _ 3x* —4x+4

x-(x+1)-(x-2) x-(x+1)-(x-2)

Conviene destacar que en el resultado final se ha optado por dejar el denominador factorizado. De esa
forma, entre otras cuestiones, se aprecia rapidamente para qué valores de la indeterminada esa
fraccién algebraica no admite ser evaluada.
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37. Simplifica, si es posible, las siguientes expresiones:

a) x? +4x b) x2 -1 c) x2 -1
x*+3x2-6x-8 xP+3x2-6x-8 xP+x?—6x
38. Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:
3x? — 6x b) a’>—5a’ 0 x2y+3xy2 d) 2a’b* +3ab
9x> +15 7a° +4a’ 4xy a’b — ab

39. Realiza las siguientes operaciones teniendo en cuenta las factorizaciones de los denominadores:

5 x+2 —-Xx 3x-1
+ —
—3x+12 x*—4x xX=2x+1 x*-1

40. Efectla los siguientes célculos:

2x+1 4 1 3 -X 1 x—2 x-2
a) — +— b) + c) — — d) — :
x+1 x x—2 x+1 x +3x x-1 x“+3x x+3
41. Realiza las siguientes operaciones alterando, en cada apartado, Unicamente uno de los

denominadores, y su respectivo numerador:

)—x2+x—1_3x+2 b) x—=2 8

x? x? x*+3x x+43

a

42. Comprueba las siguientes identidades simplificando la expresidon del lado izquierdo de cada

igualdad:
8a'b’ 4y’ =3xp* __, 3
a =4a’b b) ———=2x"y——
) 2a’b’ ) 2xy 4 2 Y
3x* —9x B x? —3x d) 6a’b* +8a’b—10ab _3ab+4a-5
6x+12 x+4 2ab* +16a*b b+8a
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3. ECUACIONES E INECUACIONES DE PRIMER Y SEGUNDO GRADO:

En este apartado vamos a centrarnos en la resolucién de ecuaciones e inecuaciones de primer y
segundo grado y en su interpretacion grafica, para luego exponer los sistemas de ecuaciones e
inecuaciones y su aplicacién a las Ciencias y a las Ciencias Sociales.

Ya sabes que:

3.1. Resolucion de ecuaciones de primer grado

Recuerda que:

La técnica para resolver una ecuacion de primer grado consiste siempre en
transformar la ecuacidn inicial en otra equivalente hasta conseguir aislar la
incégnita en el primer miembro:

Ejemplo:

7(x—1)+5_x=1_£
6

» Primer paso: Suprimir los denominadores.

% Resolver la ecuacion:

El m.c.m de los denominadores es 6, multiplicamos por 6 toda la ecuacion.

6.7(§—1)+6-65x =6.1—6'7x:>14(x—1)+5x=6—3x

» Segundo paso: Efectuar los paréntesis:

14x-14+5x=6—-3x

» Tercer paso: Trasponer términos y simplificar:
14x+5x+3x=6+15=22x=20
» Cuarto paso: despejar la incégnita, simplificando el resultado.
20 10
X=—=—
22 11
» Quinto paso: Comprobar el resultado.

Sustituimos el resultado obtenido en la ecuacidon dada y comprobamos que se verifica la igualdad.

Recuerda que:
Las ecuaciones permiten resolver muchos tipos de problemas.
El tratamiento habitual ante un problema concreto es el siguiente:

1. Plantear una ecuacion que concuerde con el enunciado.
2. Resolver la ecuacién.
3. Comprobar el resultado e interpretarlo
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Ejemplo:
4+ La suma de tres nimeros enteros consecutivos es 108. ¢ Cudles son esos nimeros?
Llamando x al menor. Los tres numeros, al ser consecutivos, seran:
12 ndmero: x
22 nimero: x+1
32 nimero: xt2
Planteamos ahora la ecuacién correspondiente al enunciado: la suma ha de ser 108. Por tanto:
x+x+1)+(x+2)=108

Los paréntesis, en este caso, no son necesarios debido a la propiedad asociativa de la suma de niumeros
reales. Se han puesto, exclusivamente, para aclarar la ecuacién que estamos escribiendo.

Eliminamos los paréntesis y agrupamos términos nos queda:
xtx+1+x+2=108=x+x+x=108-1-2=105= 3x=105

Despejando la incognita:

x=——=35.
3

Por tanto los numeros son 35, 36 y 37, cuya suma es 108.
3.2. Ecuaciones de segundo grado

Ya sabes que:

Recuerda que

Una ecuacion de segundo grado es aquella que tiene como forma general la siguiente:
ax’+bx+c=0,cona#0.

Una ecuaciodn tiene tantas soluciones como su grado.

Ya sabes que al ser de grado 2 tendra 2 soluciones o 1 o ninguna en el campo real.

Segun sea la ecuacion de segundo grado sus soluciones se pueden Ecuacion
hallar: de 2.° grado

Caso 1: El coeficiente de la x es 0: b = 0:

Completa
En este caso la ecuacion es de la forma: ax’ + ¢ = 0.
o’ +bx+c=0

Para hallar las soluciones basta con despejar la x: Incompleta

2 2 c c c c
ax" =—Cc=> X =—— = Xx=E[-— DX =, [ X, =, | ——

a a a a

Ejemplo:

# Resolver la ecuacién: 2x* —8 =0
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Se despeja X
2 =8=x" =4 x==x =2x,=-2
Caso 2: El término independiente es 0: ¢ = 0
La ecuacién es ahora de la forma:
ax’* +bx=0.

Para resolver basta con sacar factor comun a la x:
b
ax+bx=0=>x(ax+b)=0=x, =0ax+b=0=>x, =——
a

En este caso siempre una de las dos soluciones va a ser lax = 0.

Los casos 1 y 2 son ecuaciones de segundo grado incompletas, que también se pueden resolver
aplicando la férmula general. Sin embargo es mas rapido resolverlas de la manera que acabamos de
exponer.

Caso 3: Resolucidn analitica de una ecuacion de segundo grado completa:
Solucion grdfica de una ecuacion de sequndo grado: Consideramos la funcion

f(x)=ax® +bx+c=0

Su representacion grafica es una parabola, donde las soluciones de la ecuacién ax” +bx +¢ =0 son los
puntos de corte de ésta con el eje de abscisas.
Ecuacion cuadratica

2 .
Solucion analitica de una ecuacion de segundo grado completa: ax?+bx+c=0

. . 2
Partiendo de la ecuacién ax” +bx+ ¢ =0 vamos a obtener el valor de
X:

Pasamos el término independiente al segundo miembro quedando /

expresado de la siguiente manera: \_/

ax® +bx = —c
Multiplicamos toda la ecuacién por 4a: = -b +b>- 4ac
B 2a

4a*x* + dabx = —4ac

Fuente Wikipedia
2 ; .
Sumamos b a ambos miembros: 4a%x% +dabx + b2 = b? — 4dae

El primer miembro es el cuadrado del binomio 2ax + b. Por tanto:
(2ax + b)* = b* — 4ac
Extraemos la raiz cuadrada:

2ax + b = +\/b* —4ac

Pasamos b al segundo miembro y dividimos por 2a, con lo que obtenemos el siguiente resultado:
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x:—bi\/bz—4ac

2a

_ —b++/b* —4ac oy —b+b* —4ac = —b—+/b* —4ac

X 5
2a ! 2a : 2a

Por tanto:

Es la formula general para calcular las dos soluciones de la ecuacién de segundo grado

Particularidades:
El radicando, b*> —4ac, recibe el nombre de discriminante de la ecuacién. Se representa por la letra
griega A. Segun sea el signo del discriminante pueden darse tres casos:

» A >0: La ecuacion tendra las dos soluciones x; y x»
» A =0: La ecuacion tiene una Unica solucion doble, las dos soluciones de la ecuacion son iguales:
_—bx0 -b

2a 2a

» A <0: El radicando es negativo, la ecuacion no tiene raices reales, (la raiz da lugar a un nimero

X

** complejo no real,).

Ejemplo:
4+ Resolver la ecuacién:
2x° +3x-2=0 tY

Su solucién gréfica es una pardbola con el vértice hacia abajo al
tener positivo el coeficiente de x°, como hemos representado II y=2x%+3x-12
aqui. :,
Vamos a ver que sus soluciones analiticas son los puntos de corte e S .

’ . . — T =y )‘
de la parabola con el eje de abscisas. (-2.0) (
Comprobémoslo: f

2x* +3x—-2=0. Aplicando la férmula general de resolucién de
una ecuacion de segundo grado completa.

“34+./3742(2) -3+9416 345 |
= = :>x1 :_;xz :_21 P

22 4 4 2 i5s
A

/
/ \ oy =R+ AN+ S

gue coinciden con los puntos de corte de la parabola con el eje de
/

X =

abscisas. |
Ejemplo: II |

4 Vamos a considerar ahora un ejemplo de una ecuacion de segundo | ,

grado con el coeficiente de X negativo —x°+4x+5 cuya |

representacion grafica es una parabola con el vértice hacia arriba:

Como en el ejemplo anterior aplicamos la férmula general de resolucién

de ecuaciones de segundo grado, la ecuacién es:
Autor: JOSE ANTONIO ENCABO DE LUCAS
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—x?+4x+5

Cuya solucién es:

e — 41,4 —4(-1).5 —-4+16+20 —4+6 -

= x, =-Lx, =5,
2.(-1) -2 -2

que coinciden con el corte de la parabola con el eje de abscisas.

Suma y producto de las soluciones en una ecuacion de segundo grado

Vamos a calcular ahora a qué es igual la suma y el producto de las dos
raices de una ecuacion de segundo grado.

Llamamos:

= X, =
! 2a : 2a

a las dos soluciones o raices.

_—b+Vb2—4ac y —b—~b* —4ac

Veamos en primer lugar, a qué es igual la suma de ambas: il it
—b++b>—4ac —-b-~b>—4ac —b+~b’—4ac +—b—\/;)“ —4ac  —2b b
)Cl + x2 = + = — [
2a 2a 2a 2a  a
Es decir:

Veamos ahora el producto:

—b+A+b* —dac —b—+b* —4ac B (=b)* = ({/b* —4ac)’ B b* —(b* —4ac) _4ac ¢
' 2a - 4a’ - -

X,.X, = -°
- 2a 4a* 4a° a
Esdecir:  x,.x, =— ) ) gy gy = 0¥ VO —dac —b— I —4dac
Férmula de Cdardano.™" ** 20 2a

Las igualdades anteriores nos permite resolver el problema inverso al habitual: en lugar de dada una
ecuacién hallar sus raices o soluciones, podremos, sabiendo cuales son las soluciones de una ecuacién,
hallar la expresion de dicha ecuacion.

En efecto, consideramos la ecuacién de segundo grado de siempre, de
soluciones x; y x;: l FORMULA DE CARDANO
—_— =
2 + Cardano atrai Taraglia a Mido e ai, mediante
ax + bx + c — O promassa de quardar se;redo. Iaﬂag’ua. am verso, 43
Ther @ Frmula mas rda @ demonslrag@o
« Em 1542, Cardano e Fearrar vigilaram BSolonha e
2 obtiveram de Della Nave permissio de examinar os
Dividiendo toda la ecuacién por el coeficiente de x”: metesiios debes ey .
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b ¢
X +—x+—=0
a a

Ecuacién equivalente a la dada.

Fijdndonos en dicha ecuacidn, vemos que el coeficiente de la x es igual a la suma de las dos raices con el
signo contrario, mientras que el término independiente es igual al producto de las dos raices.

Como consecuencia: si las dos raices de una ecuacién de segundo grado son x; y x>, la ecuacién es:

X2 = +x)x+xx, =0 x> —sx+p=0

Ejemplo:

4 Las dos raices de una ecuacién de segundo grado son x; = 1/2 y x, = 2/3. éCudl es esa ecuacién?
, 1 2 7
Sumando las dos raices tenemos: > + 3 = r Lo llamamos s.

11 1
Multiplicamos las dos raices y tenemos: 33 = r Lo llamamos p.

Por la férmula anterior obtenemos que la ecuacion es:

x’ —zx +l =0.
3
Si quitamos denominadores nos queda:
6x° — Tx +2=0.

4 Otra forma de resolver este tipo de problemas es hacer uso de la factorizaciéon de polinomios
gue se estudidé en paginas anteriores.

. .7z 2 .
Consideramos la ecuacién de segundo grado completa ax” + bx+ ¢ =0 de soluciones x; y x>.

. . s . 2 b C
Sabemos que esta primera ecuacion es equvalente aestaotra: x  +—x+—=0
a a

En consecuencia, el polinomio correspondiente a la misma es:
p(x)=x’ +éx+£
a a
Tiene como raices los nimeros x; y x, y su descomposicién factorial es:
p(x) = (x = x)(x - x,)
Si efectuamos el producto, podemos escribir la ecuacidn correspondiente:

(x—x)(x—x,)=0

Se pueden plantear multiples problemas de la vida real y de aplicacion a otras ciencias.
Las pautas a seguir son iguales que las de las ecuaciones de primer grado.

Veamos un ejemplo:
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Ejemplo:

4 Queremos sembrar de césped una parcela rectangular de 27 m? de manera que uno de los
lados de la misma sea el triple que el otro. ¢ Cuales son las dimensiones de la parcela?

Llamando x al lado mas pequefiio del rectangulo, el otro, al ser triple, medira 3x.

Puesto que el drea del rectdngulo es igual al producto de la base por la altura:

3X

3xx=27=3x>=27=x*=9

Por tanto las dos soluciones de esta ecuacién son x =3y x = —3.

Pero puesto que no tienen sentido que una longitud sea negativa para una parcela, la Unica solucién
valida para es x = 3 m. Segun esto las dimensiones de la parcelason3my 9 m.

Ecuaciones bicuadradas:
Se llaman ecuaciones bicuadradas a las ecuaciones del tipo siguiente:
ax* +bx* +¢=0

Son ecuaciones de cuarto grado, en las cuales la incégnita aparece Unicamente elevada a potencias
pares. Al ser de cuarto grado, tendra 4 soluciones.

El proceso general para resolver este tipo de ecuaciones es hacer un cambio de variable.
Haciendo =x* tendremos la expresion siguiente:
4 2 25\2 2 2
ax" +bx +c=0=a(x") +bx"+c=0=at" +bt+c=0

Conseguimos convertir la ecuacidn de cuarto grado en una ecuacién de segundo grado facil de resolver,
de ahi que lo haya incluido como una ecuacién de segundo grado particular.

Se resuelve la ecuacién de segundo grado como tal y una vez resuelta debemos realizar el ultimo paso:
Hemos hallado el valor de ¢, pero la incdgnita es x. Con lo cual hemos de deshacer el cambio efectuado:
Six’=t=x=1% \/;

Ejemplo:
4 Resolver la ecuacién 3x* + x> =4 =0
Efectuando el cambio x>= t, la ecuacidn se convierte en :
3 +t-4=0

Que resolvemos para t:

1212 —43.(=4) -1+7 4
t= = :>t1=1;l‘2=——
2.3 6 3
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Es decir, las dos soluciones de esta ecuacion son t; = 1 y t,= —4/3, deshacemos el cambio:

X =t=1=x=+1

xzzt:—i:x:;/—i:iﬁi
3 3 3

**(Esta ultima solucion no es un numero real, pues una raiz cuadrada negativa no tiene solucion real.
Se encuentra dentro de los niUmeros imaginarios que corresponde a un tema posterior.

En definitiva, las cuatro soluciones de la ecuacién bicuadrada inicial son:

243, 243,
x,=Lx,=-lLx;=——i;x, =———1i
3 3
43. Resolver las siguientes ecuaciones:
2x-4 _4
3x-2 7
x+8 B x+4  12x
x—1 x+1 x2 -1

32x+1) 5x+3 x+1 151
c) - + +—

a)

b)

dx+——=x
4 6 3 12
44, Resolver:
2 2
a. X_+M :1
25 9
2
b, £ o143
16 9

C. 4x* +8x*-12 =0
80x* —48x* —12=0

45. Sumando siete unidades al doble de un nimero mas los 3/2 del mismo obtenemos como resultado
el séxtuplo de dicho numero menos 23.éDe que numero se trata?

46. Las dimensiones de un rectangulo son 54 y 36 metro. Trazar una paralela al lado que mide 36 m de
modo que se forme un rectangulo semejante al primero. ¢(Cudles son las longitudes de los
segmentos en que dicha paralela divide al lado de 54 m?

47. Deseamos vender un coche, un piso y una finca por un total de 300000€.Si la finca vale 4 veces
mas que el coche y el piso cinco veces mas que la finca .¢ Cuanto vale cada cosa?

Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales I. 12 Bachillerato. Capitulo 1: Algebra Autor: JOSE ANTONIO ENCABO DE LUCAS
Revisor: Eduardo Cuchillo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Banco de Imagenes de INTEF




Algebra

3.3. Resolucidon de inecuaciones de primer grado y su interpretacion grafica
Una inecuacion es una desigualdad algebraica en la que aparecen una o mas incégnitas.
El grado de una inecuacion es el mayor de los grados al que estan elevadas sus incognitas.
Asi,
+ 4>x+2 y x+y=>2soninecuaciones de primer grado, mientras que ¥’ —5>xesde segundo
grado.

Resolver una inecuacién consiste en encontrar los valores que la verifican. Estos se denominan
soluciones de la misma.

Por ejemplo:

* 4>x+2xe (-0 2] & L

Inecuaciones equivalentes
Dos inecuaciones son equivalentes si tienen la misma solucién.

A veces, para resolver una inecuacion, resulta conveniente encontrar otra equivalente mas sencilla.
Para ello, se pueden realizar las siguientes transformaciones:

#+ Sumar o restar la misma expresion a los dos miembros de la inecuacién.
5x+4<95x+4-4<9-4<5x<5
#+ Multiplicar o dividir ambos miembros por un nimero positivo.
SXx<5&5%x:5<5:5&x<1

4+ Multiplicar o dividir ambos miembros por un nimero negativo y cambiar la orientacidn del signo
de la desigualdad.

X2 (1) (~1)> 2 (—1) > x>—2 <> (<2, +o0) ;

h
v

Inecuaciones de primer grado con una incégnita:

Una inecuacion de primer grado con una incégnita puede escribirse de la forma:
ax>b,ax>b,ax<b obien ax<b.

Para resolver la inecuacion en la mayoria de los casos conviene seguir el siguiente procedimiento:

19) Quitar denominadores, si los hay. Para ello, se multiplica los dos miembros de la ecuacién por el
m.c.m. de los denominadores.

29) Quitar los paréntesis, si los hay.
32) Transponer los términos con x a un miembro y los nimeros al otro.

42) Reducir términos semejantes.
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59) Despejar la x.

Ejemplo:

x=5 (x-8) S 3—x o 2(x=5)—(x-38) S 33-x)
3 6 2 6 6

S 2x-10—-x+8>9-3x < 2x—x+3x >10-8+9 &

+

< 2(x—-5-(x—-8)>3(3-x)

4x >11 <:>x>17r1

—
—

>
m
7\
I e
+
8
N—
e raal

48. Resuelve las siguientes inecuaciones y representa la solucion en la recta real:
a)5+3x<2x+4 b)3+4x<8x+6 c)5+4x>3x+2 d)1+3x=>5x+7
49. Resuelve las siguientes inecuaciones y representa la solucidn en la recta real:
a)4(3 +2x) <—(6x+8) b) 7(2 + 3x) < 5(6x + 3) c)9(2 +4x)+4(5x-2)>312x+ 1)
50. Resuelve las siguientes inecuaciones y representa la solucién en la recta real:
a)6+3x<x/3+1 b)5S+5x2<9x/2+1 )2+ 5x)/3>4x+1d)(1+5x)/2+1=Bx+6)/4
51. Escribe una inecuacién cuya solucidn sea el siguiente intervalo:
a) [2, ) b) (-0, 3) c) (4, ] d) (-, 2)
52. Calcula los valores de x para que sea posible calcular las siguientes raices:

a) v2x-3 b) v—-x-9 c)V2-Tx d) v=2x+7

3.4. Resolucion de inecuaciones lineales de segundo grado

Una inecuacién de segundo grado con una incdgnita
puede escribirse de la forma:

ax2+bx+c>0,

empleando cualquiera de los cuatro signos de
desigualdad.

Para resolverla, calculamos las soluciones de la
ecuacién asociada, las representamos sobre la recta
real, quedando por tanto la recta dividida en tres, dos o T4
un intervalo, dependiendo de que la ecuacién tenga N
dos, una o ninguna solucion.

En cada uno de ellos, el signo del polinomio se
mantiene constante, por lo que bastard con determinar el signo que tiene dicho polinomio para un
valor cualquiera de cada uno de los intervalos. Para saber si las soluciones de la ecuacidn verifican la
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inecuacion, bastara con sustituirla en la misma y comprobarlo.
Ejemplo:
4 Representa grdficamente la pardbola
y=x"+4x+6
e indica en qué intervalos es x*+4x + 6> 0.

Observa en la gréfica que la pardbola toma valores positivos entre —3 y 1. La solucién de la inecuacidn
es:

x € (-3,1).

El punto —3 no es solucidn, ni tampoco el punto 1, pues el problema tiene una desigualdad estricta, >. Si
tuviera la desigualdad 2, P Hax+6> 0, la solucidn seria:

x € [-3,1}.
Si fuera x* + 4x + 6 < 0, la solucién seria: x € (—o0,—-3) U (1, +0).
Si fuera x*> + 4x + 6 <0, la solucién seria: x € (—=o0,—3]1 U [1, +0).
Ejemplo:
+ XX —6x+5>0
Las raicesde x* —6x+5=0sonx=1yx=>5.
(-0, 1) 1 1,5 5 (5+x»)

Signo de x> — 6x + 5 + - +

¥_6x+52>0 Si no Si

Por tanto, la solucién es x € (-0, 1] U [5, )

53. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:

a)x’— 120 b)x*—4<0 c) x> - 950 d)x*+4=0

e) 2x* —50<0 f)3x*+12 < 0 g)5x*—45>0 h)yx*+1>0
54. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:

a)x’+x<0 b)x*—5x>0 c)x’ < 8x

d) x* < 3x e) 2x* —3x >0 f)5x% — 10x <0

55. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:
a) X’ —2x-3<0
b) —x*-2x+8>0
¢) X*+9x+14>0

Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales I. 12 Bachillerato. Capitulo 1: Algebra Autor: JOSE ANTONIO ENCABO DE LUCAS
Revisor: Eduardo Cuchillo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Banco de Imagenes de INTEF




“ Algebra

d) *—6x+9<0
e) x*—4x—-5<0
f) X’+8x+16>0
2) X+x+3:0

h) 2x*-3x-5<0

56. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:

a) X +x—-6>0
b) X*-x-12<0
¢) ¥*—x-20<0
d) ¥*+5x—14>0
e) —2x>+3x+2>0
f) 3x*+2x—-1<0
g) Sx*—Tx-6=>0
h) 2x*+x—15<0

57. Calcula los valores de x para que sea posible obtener las siguientes raices:

a) Vx? -1 b) V-x*+4 c) Vx* +5x+6 d) Vx* —5x+6

58. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:

-2 -2
2) 2x+ 5)2r—5) < 11 b) 2r—5)dx—3)— (x—10)x—2) > 50 ¢) 2 <222
X x+3
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4. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES :

Los sistemas de ecuaciones lineales son ecuaciones en las que todas sus incdgnitas estan elevadas a la
unidad, no pudiendo aparecer el producto de dos de ellas.

Es un conjunto de ecuaciones que debe verificarse para los mismos valores de las incégnitas, llamadas
soluciones.

Resolver un sistema es encontrar los valores que, sustituidos en las incégnitas, cumplan todas las
ecuaciones a la vez

Se clasifican atendiendo a criterios diversos: niumero de ecuaciones o de incégnitas, tipo de las
soluciones...

Los sistemas de ecuaciones lineales atendiendo, al tipo de de solucién, se clasifican en, los que tienen
solucion se llaman compatibles y los que no, incompatible. Los compatibles pueden ser

» Compatible determinado: si posee una solucién

» Compatible indeterminado: si posee mas de una solucion (poseen infinitas)

Sistemas de ecuaciones y posiciones de sus rectas en el plano:

| i - Solucién Gnica YL riguea s
Determinado
- Hectas secantes
P
Sistema Compatible [T x
Lo . ¥ = (-22-1)[3
. - Infinitas soluciones &L
Indeterminado o =t
— Rectas coincidentes ,
- Figura 2
y=(3x44) /6
- MNotiene soluclién
Sistema Incompatible
- Hectas paralelas C= 7= Gosre

Vamos a repasar los tres métodos elementales de resolucidn de sistemas lineales con dos ecuaciones y
con dos incdégnitas que son:

Ejemplo
%+ Resolveremos el siguiente sistema:
Sx—vyv=3
2x + 3y=8
¢ Meétodo de sustitucion:

El proceso consiste en despejar una cualquiera de las incégnitas de una cualquiera de las ecuaciones y
sustituir en la otra.

Despejamos por ejemplo, la y de la primera ecuacion:
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y=5x—3

Y sustituimos en la segunda:
2x+3(5x-3)=8 = x=1
Y, por tantoy =2
¢ Meétodo de Igualacion:
Se despeja la misma incdgnita en las dos ecuaciones, igualando posteriormente ambas expresiones.
Despejamos, por ejemplo, la y en ambas ecuaciones:
S5x—y=3
2x+3y=8=y=5%-3
8—2x
=T
Igualando:

8—2x

5x-3= =x=1

Posteriormente, para hallar y se sustituye el valor encontrado de x en una cualquiera de las dos
ecuaciones iniciales, y se calcula el correspondiente valor de y.

¢ Método de reduccion:

Este método consiste en transformar alguna de las ecuaciones en otras equivalentes de manera que al
sumarlas o restarlas se eliminen una de las incégnitas.

Multiplicando la primera ecuacién por 3, obtenemos el sistema equivalente al siguiente:

Sx—y=3 15x—3y=9=17x =17 =>x=1

2x+3y=8 = 2(1)+3y=8

Graficamente las ecuaciones con dos incdgnitas representan en el plano una recta.

. Ny L . X
En el caso anterior, la ecuacion: y =5x— 3y la ecuaciéon: y = —3 son dos rectas en el plano.
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Ejemplo:
. . ) In+2y=7
Resolver analitica y graficamente el sistema de ecuaciones: 2% -y=0
Dos rectas son secantes sl sdlo tienen un punto en comdn. Al resolver el sistema que forman
sus ecuaciones obtenemos una solucion que se corresponde con las coordenadas
del punto de corte.
Analitica
Re solvernos el sisterna por reduccion.
Ix+ 2y =7 @ [+ 2y=7 - : =7
2x-y=0 2(2) [4x-2y=D x=1 y=12
Graficamente
Hacemos la tabla de valores de cada una de las ecuaciones.
Re presentamos las dos rectas gue forman el sistema de ecuaciones.
S+ T x 0 1
1?7 Ix+Hy=7 =
HEL = ¥R 2y 35 2
x 01

2z =2

VRSO 02

Figura 1 ]
y=(-3x47)/2
x
3 -2 -1 _11 2 4 8§
| -2 y = 2%
7 Il I
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4.1. Resolucion por el método de Gauss:

El método de Gauss esta basado

Ay A By . 1 0 0 S 1
en el método de reduccidon PRI O e
.7 R | Hyp g kg, L, B 0 1 ._..0
también llamado de cascada o i
triangulacion. el Ml 8 R 25D
. . , Teamslarmaciznes
La ventaja que tiene este método lnad i

aperaciane al v b

es que es facilmente generalizable
a sistemas con cualquier numero N &
de ecuaciones y de incégnitas. .

{, Este método consiste en obtener,

GAUSS: Fuente Google para un sistema de tres

ecuaciones con tres incognitas, un sistema equivalente cuya primera ecuacion

tenga tres incognitas; la segunda, dos; y la tercera una. Se obtiene asi un sistema triangular de la forma
siguiente:

Recuerda que:
Un sistema equivalente a otro cuando ambos tienen las mismas soluciones.

Son sistemas cuyas ecuaciones son complicadas, en su lugar resolvemos otro
sistema que tenga las mismas soluciones que el propuesto (sistema
equivalente) y que sea de ecuaciones mucho mas sencilla

Ax+By+Cz=D
0+By+Cz=D
0+0+C"z=D"

La resolucidon del sistema es inmediata; en la tercera ecuacion calculamos sin dificultad el valor de z,
llevamos este valor de z a la segunda ecuaciéon y obtenemos el valor de y, y con ambos valores
calculamos el valor de x en la primera ecuacién.

Ejemplo:

%+ Resuelve, aplicando el método de Gauss, el sistema:

x+4y+3z=-1
2x -3y —-2z=1
—x+2y+4z=2

El proceso es el siguiente:

1. Se elimina la incdgnita x en las ecuaciones segunda y tercera, sumando a éstas, la primera ecuacion
multiplicada por 2 y 1, respectivamente, quedando el sistema:

x+4y+3z=-1
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E2 -2E1 0-11y—-8z=3
E3+E1 0+6y+7z=1

2. Suprimimos la incégnita y de la tercera ecuacién sumando a la misma, previamente multiplicada por
11, la segunda multiplicada por 6:

x+4y+3z=-1
0-11y—-8z=3
11E3 + 6E2 0+0+29z=29

3. Se resuelve el sistema escalonado empezando por la tercera ecuacion:

29z=129 Z>Z:§:>Z=1
29
Ahora, en la segunda ecuacion:
-1ly-8()=3 <-1lly=-lly=-1
Y, por ultimo, en la primera:
x+t4(-1)3.1=-1 @ x=-1+1=0

La solucidn del sistema es:
x=0,y=-1,z=1

Geométricamente como cada ecuacidn lineal con tres incognitas
representa un plano, podemos decir que los tres planos se cortan
en el punto (0, —1, 1) que es el Unico punto comun a los tres.

Es un sistema compatible determinado.

4.2. Discusion de sistemas aplicando el método de Gauss:

Discutir un sistema consiste en explicar razonadamente sus posibilidades de soluciéon dependiendo del
valor de sus coeficientes y términos independientes. En los sistemas escalonados la discusion se hace a
partir de la ecuacidon mas simple, que supondremos que es la Ultima. Asi, estudiando la tercera ecuacion
del sistema [2], a”33z 5 b”3, se determinan las posibilidades de solucion del sistema inicial,
verificdndose:

Partimos del sistema inicial

6111X+6112y+61132:b1 (El)
anxtaxpytanz= by (E2)
as1x + aspy + aszz = b3 (E3)

gue transformamos en otro equivalente a él, de la forma:

anx tapy+anz=b (E1)
O+tanytanz=b, (E’2)
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0 +0+ay’z=b"" (E”’3)

Para ello se elimina la incégnita x de la ecuacidn segunda (E2) y (E3) y las incognitas x e y de la tercera
ecuacion (E3).

Asi, estudiando la tercera ecuacion del sistema propuesto, as3’’z = b’’3, se determinan las posibilidades
de solucion del sistema inicial, verificandose:

» Si az3”’ # 0 el sistema es compatible determinado, pues siempre se puede encontrar una
solucion Unica empezando a resolver el sistema por la tercera ecuacion.

» Siasz”’ =0y b’’5 =0 el sistema es compatible indeterminado, pues la ecuacién E3 desaparece
(queda 0z = 0, que se cumple para cualquier valor de z resultando asi un sistema con dos
ecuaciones y tres incdgnitas), el sistema anterior queda:

anxtanytansz=b anxtapny+ansz=>b anxtany=by—anz
a’22y+a’23z=b’2 = a’22y+a’zgz=b’2 = a’22y=b’2—a’232
0z=0

Para resolver este sistema hemos de suponer la incégnita z conocida y hallar las otras en funcidn de
ella. (En la practica, suele hacerse z = £.)

» SiSiass’’ =0y b’’5#0 el sistema es incompatible, pues la ecuacion E3 queda 0z=5""3 %0, que
evidentemente es absurda, pues cualquier valor de z multiplicado por 0 debe dar 0.

Ejemplo:

+ Discute y halla la solucién del sistema:

x+2y+3z=4

~x+3y—-z=-2

2x—y+4z=6
Utilizando el método de Gauss se tiene:
x+2y+3z=4 x+2y+3z=4 x+2y+3z=4
x+3y—z=-2 = E2+E1 = Sy+2z=2 = Sy+2z=2
2x—y+4z=06 E3-2FE1 —Sy—-2z=-2 E3+E2 0z=0

Como la ecuacion E3 se ha anulado el sistema es compatible Indeterminado, ya que tiene menos
ecuaciones que incégnitas, tendra infinitas soluciones, pudiendo expresarlas todas en funcién de una
de ellas.

Este sistema es equivalente a:
x+2y+3z=4 x+2y=4-3z
Sy+2z=2 = Sy=2-2z

2-2
Despejando y en E2, resulta y = TZ Sustituyendo en E1:

4-4z l6-11z
-zox=———

x+2.[2_522j: 4-3zx=4-
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Haciendo z = k, la solucién es:
16—11k 2-2k
X = ;Y= z=k r
Geométricamente, las ecuaciones del sistema anterior B
representan a tres planos con infinitos puntos comunes
alineados seglin una recta.

Actividades resueltas:
#+ Resolver por el método de Gauss el siguiente sistema de ecuaciones:
xX+2y+z=3
2x—y+3z=1
3x+y+4z=5
Eliminamos x en la 22 y 32 ecuaciones. Para ello hacemos: E2 — 2E1y E3 - 3E1
xX+2y+z=3
S =Sy+z=-5
-S5y+z=-+4
Eliminamos y en la 32 ecuacion, para ello hacemos: E3 - E2:
X+2y+z=3
-5y+z=-5
0=1
La ultima ecuacién 0 = 1 es un absurdo que nos dice que el sistema es
incompatible, sin solucion.

Geométricamente, los planos que representan a las ecuaciones no tienen
ningun punto en comun.

4 Resuelve, aplicando el método de Gauss, el sistema:

x+4y+3z=-1
2x-3y-2z=1
2x+2y+4z=2

El proceso es el siguiente:
1. Se elimina la incégnita x en las ecuaciones segunda y tercera, sumando a éstas, la primera ecuacién
multiplicada por -2 y 1, respectivamente: E2 - 2E1; E3 + E1, quedando el sistema:

x+4y+3z=-1
0-11y—-8z=3
0+6y+7z=1
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2. Suprimimos la incdgnita y de la tercera ecuacidn sumando a la misma, previamente multiplicada por
11, la segunda multiplicada por 6: 11E3 + 6E2.
x+4y+3z=-1
0-11y—8z=3
0+0+29z=29
3. Se resuelve el sistema escalonado empezando por la tercera ecuacién:
29z=29 = z=1.
Ahora, en la segunda ecuacion:
-1ly-8.1=3<-1ly=11y=-1
Y por ultimo, en la primera:
x+4.(-)+3()=-lx=-1+1=0.
La solucidn del sistema es:

59. Resolver por el método de Gauss los sistemas:

x=0,y=-1,z=1.

4x+2y—-z=5 x+y+z=0
a)y5x—-3y+z=3 b)<{7x+2y—z=0
2x—y+z=3 3x+5y+4z=0

60. Resuelve y discute si es posible el siguiente sistema:
x+2y-z=1
2x+y—2z=2
x—y—z=1
61. Discutir y resolver cuando sea posible, los siguientes sistemas lineales de ecuaciones.

xX+y—6z—-4t=6

x—6y—4z=-7
3x+2y—-3z+8t=-7
a)sx+8y+4z=6 b)
3x—y—6z—-4t=2
x+y=1
4x—y+3z+12t=0
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4.3. Problemas de ecuaciones lineales.

Se pueden plantear problemas de la vida diaria que se pueden resolver aplicando el método de Gauss,
ya que dan lugar a sistemas de mas de dos ecuaciones e incognitas.

Antes de resolver un problema vamos a dar unos consejos que vendran bien para su pronta y eficaz
resolucion.

Recuerda que:

En la resolucion del problema no importa tanto llegar a obtener la solucién del
problema como el proceso seguido en el mismo, que es el que realmente nos ayuda
a potenciar nuestra forma de pensar. Para empezar debemos familiarizarnos con el
problema, comprendiendo el enunciado y adquiriendo una idea clara de los datos
gue intervienen en éste, las relaciones entre ellos y lo que se pide.

En la fase de familiarizaciéon con el problema se deben tener en cuenta las pautas
siguientes:

Antes de hacer trata de entender

Témate el tiempo necesario.

Actua sin prisa y con tranquilidad

Imaginate los elementos del problema y juega con ellos

Pon en claro la situacién de partida, la intermedia y a la que debes llegar.

Buscar estrategias para resolver el problema y una vez encontrada llevarla adelante.

Revisar el proceso y sacar consecuencias de él: El resultado que hemos obtenido,
hacemos la comprobacién y observamos que verifica las condiciones impuestas por
el problema.

Ejemplo:

4+ Averigua cuantos hombres, mujeres y nifios hay en una reunion sabiendo que: Si hubiera un nifio
mas, habria igual nimero de nifios que de hombres y mujeres juntos. Si hubiese 8 mujeres mas,
el nimero de éstas doblaria a la suma de hombres y nifios. El triple de la cantidad de hombres
mas el nimero de mujeres es igual al nUmero de nifos mas 5.

Si llamamos x al numero de hombres, al de mujeres y y al de nifos z, obtendremos el sistema
siguiente:

z+l=x+y

y+8=2(x+2)

3x+y=z+5

Pasamos las incognitas al 12 miembro y obtenemos el siguiente sistema:
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x+y—-z=1
2x-y+2z=8
3x+y—z=5
Vamos a resolverlo aplicando el método de Gauss:
Eliminamos x en la 22 y 32 ecuacidn. Para ello hacemos E2-2E1; E3-3E1
x+y—-z=1
0-3y+4z=6
0-2y+2z=2
La 32 ecuacidn es simplificable, la dividimos por 2, quedando E3/2:
x+y—z=1
-3y+4z=6

—y+z=1

Eliminamos y en la 32 ecuacién. Para ello hacemos -3E3+E2:
x+y—-z=1

-3y+4z=6

z=3

Obtenemos asi un sistema en forma escalonada muy sencillo de resolver. De la 32 ecuacién obtenemos
el valor de z: z = 3. Sustituyendo z = 3 en la 22 ecuacidn:

-3y+43)=6=-3y=-6=y=2
Sustituyendo los valores de y y de z obtenidos en la 12 ecuacidn:
x+2-3=1=x=2
Es un sistema compatible determinado con solucion unica:
x =2 hombres, y = 2 mujeres, z= 3 nifios.

Comprobamos el resultado. En efecto un nifio mas, 4, es igual al numero
de mujeres mas hombres, 2 + 2. 8 mujeres mas, 10, dobla al numero de
hombres y nifios: 2(2 + 3). El triple de la cantidad de hombres, 6, mas el
numero de mujeres, 6 + 2 = 8, es igual al nimero de nifios mas 5, 3 + 5.

Geométricamente son tres planos que se cortan en el punto (2, 2, 3) que
es el inico punto comun a los tres.

62. Compramos 8 kg de café natural y 5 kg de café torrefacto, pagando 66 €. Calcula el precio del kilo
de cada tipo de café, sabiendo que si mezclamos mitad y mitad resulta el kiloa 5 €.

63. Una madre tiene el doble de la suma de las edades de sus hijos. La edad del hijo menor es la mitad
de la de su hermano.la suma de las edades de los nifios y la de la madre es 45 afios. ¢ Qué edades
tienen?

64. Deseamos vender un coche, un piso y una finca por un total de 300000 €. Si la finca vale cuatro
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veces mas que el coche y el piso cinco veces mas que la finca, ¢cuanto vale cada cosa?

65. Las tres cifras de un numero suman 18.Si a ese numero se le resta el que resulta de invertir el
orden de sus cifras, se obtiene 594; la cifra de las decenas es media aritmética entre las otras dos.
Halla dicho nimero.

4.4. Sistemas de inecuaciones lineales:

Un sistema de inecuaciones lineales con dos incognitas es el conjunto de dos o mas inecuaciones, que
debe satisfacerse a la vez.

Para su resolucién, se procede de la manera siguiente:
» Se resuelve cada inecuacion por separado.

» El conjunto solucion del sistema, también llamado region factible, estd formada por las
soluciones comunes a todas las inecuaciones.

Ejemplo:
4 Tomemos como ejemplo el sistema de inecuaciones siguiente:
2x+y<3
x+y=>1
12 Representamos la regiodn solucion de la primera inecuacion.
Transformamos la desigualdad en igualdad.
2x +y =3

Damos a una de las dos variables dos valores, con lo
gue obtenemos dos puntos.

x=0, 2-0+y=3; y=3; (0, 3) \
x =1; 2-1+y=3; y=1; (1, 1) 2 1
D T
3 -4 -2 0] 2 4 [
44
-2 -
2_
-4 -
T T T u T
3 4 -2 0 \2 4 1 -
-2 Al representar y unir estos puntos obtenemos una
recta.
-4 1 Tomamos un punto, por ejemplo el (0, 0), los
sustituimos en la desigualdad. Si se cumple, la solucién
-3 es el semiplano donde se encuentra el punto, si no la

solucion sera el otro semiplano.

Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales I. 12 Bachillerato. Capitulo 1: Algebra Autor: JOSE ANTONIO ENCABO DE LUCAS
Revisor: Eduardo Cuchillo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Banco de Imagenes de INTEF




Algebra

2x +y <3
2-0+0<3 0<3 Si

El semiplano que estd sombreado es la solucion de la primera inecuacién.

Hacemos lo mismo con la segunda inecuacion:

22 Representamos la regiéon solucion de la segunda
inecuacion.

x+y=1
x=0; 0+y=1;, y=1; (0, 1)
x =1; l+y=1; y=0; (1, 0)

Tomamos un punto, el (0, 0) por ejemplo y lo sustituimos en la
inecuacién, como no se cumple la desigualdad serd el
semiplano en el que no esta el punto.

v

x+y
0+0

Vv
—_

No

< Resuelve el siguiente sistema de inecuaciones:

Zx-vyv2z2 -3
x+y<2

Conjunto de soluciones de la primera inecuacion:

2x-y=-3 <& y=2x+3.

Puntos de corte de la recta con los ejes:
x=0 = y=2x+3=3 = 4=(0,3)

y=0 = 0=2x+3 = x=-32 = B=(=3/2,0)

Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales I. 12 Bachillerato. Capitulo 1: Algebra

www.apuntesmareave rde.org.es

32 La solucidn es la interseccidn de las regiones soluciones.

Autor: JOSE ANTONIO ENCABO DE LUCAS
Revisor: Eduardo Cuchillo
llustraciones: Banco de Imagenes de INTEF




Algebra

Probamos con puntos a ambos lados de la recta para ver cual cumple la inecuacién:

(0,0, 2x—-y>-3 = 0>-3 I

Como se cumple la igualdad para el punto propuesto la region factible es el semiplano al que

pertenece el punto referido.
Conjunto de soluciones de la segunda inecuacion:
x+ty=2 y=2-x

Puntos de corte de la recta con los ejes:

———— T verifica la inecuacion:

0,0), x+y<2 = 0<2

. estd el punto.

: x=0 = y=2-x=2 = (C=(0,2)

y=0 = 0=2-x = x=2 = D=(2,0)

Probamos con puntos a ambos lados de la recta para ver qué regién

Como se cumple para el punto dado el semiplano elegido es en el que

El conjunto de soluciones del sistema, o region factible, estd
formado por aquellos puntos que cumplan ambas inecuaciones,
por tanto, la solucidn es la intersecciéon de ambos semiplanos: y=2x+3 S
66. Encuentra la region factible del sistema:
x>0
=0
6x+5y<30
x+2y<8
67. Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones:
1 x-2y+3_x—y+1
3_ 3)/ > ; x+y21
a b _
) 2x—4-y 2x+3y ) y-2x23
3 2 V=
+y>0
vy (x+1)-10+ x < 6(2x +1)
c) 2x-y20 d
4(x—-10) < —6(2—x)—6x
x<6
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5. PROBLEMAS DE MATEMATICA FINANCIERA.

Vamos a plantear y a resolver problemas de matematica financiera en los que intervienen el interés
simple y compuesto, y se utilizan tasas, margen de beneficio, amortizaciones, capitalizaciones vy
numeros indice. Parametros econdmicos y sociales.

Pondremos un ejemplo de cada uno y lo resolveremos exponiendo las férmulas y conceptos que hacen
falta para ello.

Vamos alla:

Empezaremos por las tasas y los nimeros indice entre los que destacaremos la tasa de natalidad y
mortalidad y los indices de las bolsas y el de precios al consumo (I.P.C.) respectivamente, para después
continuar con intereses y préstamos bancarios y sus amortizaciones.

5.1. Tasas

La tasa de natalidad es un indicador social. En toda tasa se da la cantidad que interesa en relacién a una
cantidad de referencia.

Ejemplos:
#+ Tasa de natalidad: 21,64 0/00 = Nacen 21,64 bebés por cada 1000 habitantes.
#+ Tasa de paro: 12 % = 12 parados por cada 100 personas en edad laboral.

4 Tasa de alcoholemia: 0,15 = 0,15 cm?® de alcohol por litro de sangre.

5.2. Numeros indice

Un numero indice, NI, es una herramienta o parametro creada para estudiar la variacion en el tiempo
de una determinada magnitud econdmica.

Medida actual de la magnitud

NI =
Medida antigua de la magnitud

Destacamos:

El indice de las bolsas refleja el valor global de las empresas que se cotizan en ellas. El valor del indice
en cada momento se obtiene mediante cdlculos muy complejos en los que se valoran las cotizaciones
de las acciones y la cantidad que se comercializa de cada una. Mds que su valor concreto, se puede
prestar atencion a su variacién porcentual respecto a una fecha anterior:

% ElIBEX 35 ha subido un 0,80 % durante esta semana.

Especialmente importante es el indice de precios al consumo (IPC): No tiene, en cada momento, un
valor determinado, sino que se evalua en referencia al afo (o al mes) anterior:

% E/IPC ha subido en mayo un 0,28 %, con lo que acumula un crecimiento anual del 3,56 %.

Para calcular la variacion mensual del IPC, se tiene en cuenta la variacion del precio de cada uno de los
bienes de consumo y la cantidad invertida en el mismo durante ese mes. El indice de precios al
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consumo es un numero indice que se utiliza para medir la variacién de la inflacidn. Se calcula tomando
el precio de una serie de articulos representativos de consumo habitual (cesta de la compra), p;, p2, ps,
... Y multiplicando dichos precios por su correspondiente peso o ponderacion, ¢q;, g2, g3, ... segun la
importancia asignada en el momento

IPC - Medida actual de la magnitud — py1qy; + P2192 + P31931 + -

Medida antigua de la magnitud P10%10 + P20920 + P30930 + -

5.3. Interés simple

Cuando depositamos una determinada cantidad de dinero capital en un banco lo que hacemos es
prestar este capital a la entidad bancaria y ésta, a cambio, nos da un tanto por ciento del dinero que
depositamos.

Por ejemplo,
4 Si depositamos 50000 € en una libreta de ahorro al 1,5% cada afio recibimos:

%(()).1,5 =50000.0,015 = 750€

La cantidad que hemos depositado, 50000 € es el capital: El beneficio obtenido,750 €, se llama interés.
La cantidad que producen 100 € cada ano,1,5 €,se llama rédito o tanto por ciento. Y la cantidad que
produce 1 € anualmente, 0,015€, se llama tanto por uno.

) . CR | . . o S ,
Un capital colocado al R % en un afio produce W de interés, luego en ¢ afios producira un interés de:

- CRrt _ Crt
100

> Capital, C, es la cantidad de dinero que INE SIMPLE
depositamos en una entidad financiera. I " gl I=C.i.t

> Interés, I, es la cantidad de dinero ! i i
producida por un capital de un interés EN AROS I—C-“m-l e 1=C. 200 A

determinado.

> Rédito o tanto por ciento, R, es la ganancia |, . e i
que producen 100 € en un afio. —1=C. I"Ufl't i= C'dlnl]'t
> Tanto por uno, r, es la ganancia que i
produce 1 € en un afio. smmweo 1=\ iy
R i 36000 6007
» Se verifica: r = 100
MATEMATICA EFUEE®

Actividades resueltas

4 Colocamos en un banco 10000 € al 2 %, percibiendo los intereses semestralmente. Si hemos
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cobrado 600 € en concepto de intereses. ¢ Cuanto tiempo hemos tenido el dinero en el banco?
Al ser el cobro de intereses semestral, la formula que aplicamos es:

CrT 21 2.600
= o T=""=

I - - Y
2 Cr 10000.0,02

= 6 semestres.

Esto significa que el dinero ha estado depositado en el banco 6 semestres, o lo que es lo mismo, 36
meses.

5.4. Interés compuesto

Cuando no cobramos los intereses en los distintos periodos de tiempo sino que éstos se van sumando al
capital, éste se va incrementando. A este proceso le llamamos capitalizacidon y afirmamos que hemos
colocado el capital a interés compuesto.

Colocar un capital a interés compuesto significa que el capital se va
incrementando con los intereses producidos en cada periodo de tiempo.

Al capital existente en cada momento, le llamamos montante.

Cuando colocamos un capital, C, al tanto por uno, r, al final del primer
afo tenemos un montante de:

M=C+Cr=C(1+r".
Al final del segundo afio, tendremos:

M,=C(1 +1)+ C(1 + r)r=C(1 +r)(1+r)=C(1+r).

Al final del tercer afio, tendremos:
Ms=C(1 + )+ C(1 + r)?r=C +r)*(1+r)=C(1+r).
Razonando y siguiendo la misma pauta, llegamos a obtener que el montante, al cabo de ¢ afios, es:

M=C(1+r)

De forma andloga, obtenemos el montante cuando capitalizamos » veces al afio o en n periodos cada

afo:
- T
M = C(l +—j
n
Siendo T el nimero de periodos.

Actividades resueltas

4+ ¢Durante cudnto tiempo ha de invertir un capital de 12000 € al 2 % de interés compuesto para
llegar a obtener un montante de 12325 € si la capitalizacion se produce trimestralmente?

Como la capitalizacidn es trimestral, n es 4. Por tanto:
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_logM —1logC

r
log| 1+ —
Og( 4j

Por lo tanto el capital ha de invertirse durante 5,5 trimestres = 16 meses y medio.

T
M = C(l + ij = logM =logC + Tlog(l + 2) =T =5,5 trimestres.

5.5. Anualidades de capitalizacion

En muchas situaciones se plantea el problema de conseguir u obtener un capital al cabo de un nimero
determinado ¢ de afios. Para ello, hacemos unos pagos o aportaciones, siempre iguales, al principio de
cada uno de los afios. Estos pagos o aportaciones se llaman anualidades de capitalizacion.

Recuerda que:

Las anualidades de capitalizacidon son pagos o aportaciones fijas que hacemos al
principio de cada afio para formar, junto con sus intereses compuestos, un capital
al cabo de un numero determinado de ¢ afos.

s

Supongamos que la anualidad de capitalizacidn es a, que el tanto por uno anual es » y el tiempo de
capitalizacion es de ¢ afios.

Utilizando la expresién de interés compuesto, obtenemos que la anualidad que entregamos al inicio del
primer afio se convierte o capitaliza en el siguiente montante:

a(l+7r)

La segunda anualidad, entregada al principio del segundo afio, capitaliza al cabo de ¢ — 1 afios el
montante:

a(l+r""
La tercera anualidad capitaliza en ¢ — 2 afios el montante:
a(l+ r)t'2

y asi sucesivamente, la anualidad #-ésima, que entregamos al comienzo del 7-ésimo ano o ultimo,
capitaliza en 1 afio el siguiente montante:

a(l+r)'
La suma de todos estos montantes da lugar a la capitalizacion del capital C:
C=a(+r)'+ad+r+.. . +a(+r " +ad+r)
Aplicando la expresién de la suma de n términos consecutivos de una sucesion o progresién geométrica

a la progresion anterior de razén (1 + ) y nUmeros de términos ¢, obtenemos:

Ca(l+r)'Q+r)y—a(l+r) al+r)] A+r) -1 ]
- (1+7r)—1 N r

C

Recuerda que:

Una sucesion: ai, az, ... d,, ... se llama sucesion o progresiéon geométrica si cada término, excepto el
primero, se obtiene multiplicando el anterior por una cantidad constante, , llamada razén de la
progresion: a;=a;r, a;=ar; a,=da,..r.

. z . a,.P— 4
Por tanto la suma de los n primeros términos a; + a> + .... + a,vale: S, = -
N —
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Cuando los pagos o aportaciones los hacemos al principio de cada mes, la capitalizacion no es anual, lo
que capitalizamos cada mes es:

siendo a la aportacién mensual y T el tiempo de capitalizaciéon en meses.

En general, cuando los pagos los hacemos 7 veces al ano, el capital obtenido es:

Aeafl)

n

siendo T el numero de periodos de capitalizacion.

Actividades resueltas

4+ Una persona, al cumplir los 40 afios, decide hacer un plan de ahorro. Llega con el banco a un
acuerdo de capitalizar trimestralmente al 3 % anual, depositando 90 € al inicio de cada
trimestre. ¢ Qué capital obtendra al cumplir los 60 afios?

La capitalizacion es trimestral, con lo cual el nimero de periodos en un afio es n = 4. El tiempo de
capitalizacion es 60 — 40=20 afios, que expresado en periodos de capitalizacion o trimestres, es de 4-20
= 80 trimestres. Se trata de una capitalizacién no anual.

El capital que obtendra segun la férmula que hemos visto antes sera:

T
a[1+2) (1+:j -1 80
_ (0’03)/90{1 + 003 j (1 + wj -1[=989,015
r 4

4

4+ ¢Qué anualidad tendriamos que abonar al principio de cada afio durante 12 afios para capitalizar
o conseguir 18000 € al 3 % anual?

Se trata de una capitalizacidn anual, por lo tanto segun la férmula siguiente obtendremos:

_a(l+ r)kl +r) —l] e rC T g = 0,03.18000 L _22321€
r (+r)f(1+7) —1] ’

C -
(1+0,03)|(1+0,03)” - 1]
5.6. Tasa anual equivalente. (T.A.E.)

En cuentas de ahorro, llamamos TAE al tanto por ciento de crecimiento total del capital durante un afo
cuando los periodos de capitalizacion son inferiores a un afio. En préstamos bancarios, la TAE, también
es superior al rédito declarado. Al calcularla se incluyen los pagos fijos (comisiones, gastos) que cobra el
banco para conceder el préstamo

Pago mensuales de intereses:
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C rY
l+—=|1+
100 1200
siendo C el capital y n el nUmero de meses

Actividades resueltas

+ Si colocamos 600 € al 2 % anual con capitalizacién trimestral, en un afio genera un montante de:

0,02

4
M = 600.(1 + ) =612,090.

Si ahora nos preguntamos, éa qué tanto por ciento anual hemos de colocar el mismo capital para
generar el mismo montante con capitalizacién anual?

1
612,090 = 600.| 1+ TAE.
100

Operando, obtenemos el T.A.E. = 2,015

Esto indica que el T.A.E. es el tanto por ciento anual, que genera el mismo montante que una
capitalizacion en n periodos de tiempo al afio al » % anual.

5.7. Anualidades de amortizacion

En la vida real es muy frecuente pedir prestado a un banco o una entidad financiera una cantidad de
dinero que llamamos deuda. Esta deuda la devolvemos o la amortizamos mediante pagos siempre
iguales, durante un nimero ¢ de afios consecutivos, haciendo cada pago o aportacion al final de cada
ano. Estos pagos o aportaciones iguales se llaman anualidades de amortizacién.

Las anualidades de amortizacion son pagos o aportaciones fijas que hacemos al final de cada afio, I
para amortizar o cancelar una deuda, junto con sus intereses compuestos, durante un nimero
determinado, ¢ de afios.

La deuda D, al cabo de ¢ aios, al tanto por uno anual, 7, capitaliza el siguiente montante:

M =D(1+r)
Las anualidades, a, que aportamos al final de cada afio, capitalizan los siguientes montantes:
La primera anualidad en 7 — 1 afios se convierte en: a (1 + )"
La segunda anualidad en 7 — 2 afios se convierte en: a (1 + )"
La tercera anualidad en 7 — 3 afios se convierte en: a (1 + )"
Y asi sucesivamente, la anualidad 7-ésima, que aportamos al final del Gltimo afio, es: a
La suma de los anteriores montantes ha de coincidir con M

M=D(1+r) =a+a(l+r)+..+a(l+r)* +a(l+r)""

Aplicando la expresién de la suma de n términos consecutivos de una sucesion o progresién geométrica
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a la sucesién anterior de razon 1 + r y de ¢ términos, obtenemos:

-1 _
ety - S

Y de aqui obtenemos la expresién que nos da la anualidad de la amortizacion:

4 Dr(1+r)'
A+r) -1

Cuando los pagos o aportaciones los hacemos al final de cada mes, la amortizacién mensual viene dada
por:

donde D es la deuday T es el tiempo de amortizacién en meses.

En general, cuando los pagos los hacemos n veces al afio, la cuota de amortizacidn es:
r 2y
D—|1+—
n n
. T
I+—| -1
n

siendo T el numero de periodos de amortizacion.

a=

Actividades resueltas

4+ En el Mercado de Ocasion del coche usado nos venden un coche por 1800 €. La empresa tiene
una entidad financiera, la cual cobra un 2 % anual. ¢ Cual debe ser la amortizacién mensual para
saldar la deuda en 2 afios?

La amortizacién es mensual, por lo que el nUmero n de periodos en un afio es de 12 y la expresidén que
utilizamos es:

)24
g 12 _ 12 12 7658 €

T 24
(1+rj 1 140020
12 12

#+ La empresa Frio Industrial ha adquirido una méquina por la que se compromete a pagar 12000 €
en el momento de la adquisicién y 5000 € al final de cada afio, durante 10 afios. Si se aplica un 2
% de interés anual, écual es el valor de la maquina?

T
.~ (1 +1r2j 1800202 (1+ 0.02

La deuda, D, que la empresa amortiza en 10 anualidades es:

sy —1]_s000f1+0,02)° 1]
r(1+7) 0,02.(1+0,02)"

= 4491447
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Luego el valor de la maquina es: 44914,47+12000=56914,47

68. Un empresario incrementa el precio de sus productos en un 5 % anual. Actualmente, uno de sus
productos vale 18 €. Responde a las siguientes cuestiones:

a. ¢éCuanto costara el producto dentro de 4 anos?
b. ¢Cudnto costaba hace 4 afios?
c. ¢éCuantos afios han de pasar para que el precio actual del producto se duplique?

69. Calcula el tiempo que debe de estar colocado un capital de 4500 € en una cuenta corriente al 2 %
de interés compuesto anual para que el capital se duplique

70. Calcula el tiempo necesario para que un capital impuesto a interés compuesto al 3 % anual se
dupligue. ¢éY para que se triplique?

71. {Durante cudnto tiempo hemos de abonar mensualidades de 60 € al 4 % anual para conseguir
capitalizar 6500 €?

72. El abuelo de Luis, al nacer éste, decidié ingresar en un banco un capital de 3600 € a interés
compuesto anual del 3 %. ¢Cudnto dinero recibira al cumplir 25 afios? Si la capitalizacion se
hubiera hecho semestral, ¢ cuanto dinero hubiera recibido?

73. Una persona entrega al principio de cada mes y durante 4 afios una cantidad fija de 60 €.La
capitalizacion es mensual al 3% anual. ¢ Qué capital tendra al final de los 4afos?

74. Una persona compra un piso en 90000 €. A la firma del contrato entrega 18000 € y el resto lo paga
una entidad financiera que le ha concedido el préstamo correspondiente. Esta entidad le cobra el 2
% anual y las cuotas de amortizacion mensuales. ¢ A cuanto asciende cada una de estas cuotas si ha
de saldar la deuda en 20 afios?

75. Una empresa maderera compra un camion, el cual se compromete a pagar en 13 anualidades al 3
%.cada anualidad de amortizacidén asciende a 16200 €. ¢ Cudnto costd el camion?
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CURIOSIDADES. REVISTA

CURIOSIDADES SOBRE NUMEROS IRRACIONALES:

HAY TRES NUMEROS DE GRAN IMPORTANCIA EN MATEMATICAS Y QUE, PARADOJICAMENTE,
NOMBRAMOS CON UNA LETRA:

« EL NUMERO DESIGNADO CON LA LETRA GRIEGA 7= 3,14159... (P1) RELACIONA LA
LONGITUD DE LA CIRCUNFERENCIA CON SU RADIO (LONGITUD = 2 - 1+ ).

« EL NUMERO £ = 2,71828..., INICIAL DEL APELLIDO DE SU DESCUBRIDOR LEONHARD EULER
(MATEMATICO SUIZO DEL SIGLO XVIII).

 EL. NUMERO DESIGNADO CON LA LETRA GRIEGA F = 1,61808... (F1), LLAMADO NUMERO DE
ORO, ES LA INICIAL DEL NOMBRE DEL ESCULTOR GRIEGO FIDIAS, QUE LO UTILIZO EN SUS
OBRAS.

LOS TRES NUMEROS TIENEN INFINITAS CIFRAS DECIMALES Y NO SON PERIODICOS (SUS
CIFRAS DECIMALES NO SE REPITEN PERIODICAMENTE). SON, POR TANTO, NUMEROS
IRRACIONALES.

DESDE EL PUNTO DE VISTA MATEMATICO, EXISTE UNA DIFERENCIA IMPORTANTE ENTRE LOS
DOS PRIMEROS Y EL TERCERO: MIENTRAS QUE 7Y £NO SON SOLUCION DE NINGUN &
ECUACION POLINOMIC#, EL NUMERO DE ORO, F =, ES UNA DE LAS SOLUCIONES DE L&
ECUACION DE SEGUNDO GRADO X' - X-1 =0.

EL NUMERO ©

EL HECHO DE QUE LA RAZON ENTRE LA LONGITUD DE L& CIRCUNFERENCIA Y SU DIAMETRO
ES CONSTANTE SE CONOCEN DESDE HACE TIEMPO.LOS PRIMEROS VALORES DE w FUERON
CALCULADOS MIDIENDO DIRECTAMENTE UNA CIRCUNFERENCIA Y SU CORRESPONDIENTE
DIAMETRO.

EN EL SIGLO xvu L& RELACION SE CONVIRTIO EN UN NUMERO, Y FUE IDENTIFICADO CON EL
NOMBRE DE “P1”, DE PERIPHEREIA, NOMBRE QUE LOS GRIEGOS DABAN AL PERIMETRO DE UN
CIRCULO.

A& LO LARGO DE LA HISTORIA, EL VALOR DEL NUMERO 7 HA TENIDO MUCHAS VARIACIONES:

EN EL ANTIGUO EGIPTO, SE TOMABA 1= 38,1605 Y EN LA ANTIGUA BABILONIA, ERA = 8.
EN CHINA, LAS APROXIMACIONES PARA m FUERON VARIAS: 8,1447; 3,10; 3,14.

« EN LA BIBLIA, TES 8.

 LOS ARABES, TRABAJANDO CON POLIGONOQS INSCRITOS EN UNA CIRCUNFERENCIA,
OBTUVIERON HASTA 17 DECIMALES EXACTOS DE .

EL NUMERO £

EL NUMERO £ES UN NUMERO REAL CUYO VALOR ES 2,718281828459...

LEONHARD EULER, MATEMATICO DEL SIGLO XVIII, FUE EL PRIMERO EN ESTUDIAR ESTE
NUMERO (CALCULO HASTA 23 DE SUS CIFRAS DECIMALES) Y EN UTILIZAR LA LETRA £
PARA NOMBRARLO.

CON LA LLEGADA DE LOS ORDENADORES, EL CALCULO SE SIMPLIFICO Y RAPIDAMENTE LOS
PROGRESOS FUERON ENORMES. ASI, POR EJEMPLO, EN EL ANO 2000, UTILIZANDO UN
PROGRAMA DE CALCULO EN UN ORDENADOR PENTIUM Il 800, SE OBTUVIERON 12 884 901
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“ Algebra

000 CIFRAS DECIMALES DE ESTE NUMERO, PARA LO QUE SE NECESITARON 167 HORAS.
SON MUCHAS LAS APLICACIONES QUE TIENE ESTE NUMERO:
e UNA CADENA O UN CABLE COLGADOS POR SUS EXTREMOS, TIENDEN & ADOPTAR LA
e"+e”

2
UNA DE LAS NUMEROSAS APLICACIONES DEL NUMERO £ EN BIOLOGIA ES EL CRECIMIENTO
EXPONENCIAL DE POBLACIONES. ESTE TIPO DE CRECIMIENTO SURGE CUANDO NO HAY
FACTORES QUE LIMITEN EL CRECIMIENTO. EN ESOS CASOS SE APLICA LA FORMULA: P= A0 -
£ TQUE PERMITE AVERIGUAR CUAL SERA LA POBLACION PEN UN TIEMPO T A& PARTIR DE
LA POBLACION INICIAL 0.
EL NUMERO DE ORO, F
AUNQUE NO FUE HASTA EL SIGLO XX CUANDO EL MATEMATICO MARK BORR DESIGNO AL
NUMERO AUREO CON SU SIMBOLO F(FI, SEXTA& LETRA DEL ABECEDARIO GRIEGO) EN HONOR
A& FIDIAS, SUS COMIENZOS SE SITUAN EN EGIPTO POR SU APARICION EN CONSTRUCCIONES DE
PIRAMIDES QUE DATAN DEL 2600 A.C.
FUERON LOS GRIEGOS QUIENES EXPLOTARON AL MAXIMO ESTE NUMERO, USANDOLO EN
TODAS LAS FACETAS DEL ARTE. A

FORMA DE UNA CURVA MUY CONOCIDA CUYA EXPRESION ANALITICA ES: f(x) =

CONCRETAMENTE, LOS SEGUIDORES DE PITAGORAS TENIAN i
LA ESTRELLA REGULAR DE CINCO PUNTAS (OBTENIDA CON Vil
LAS DIAGONALES DE UN PENTAGONO REGULAR Y EN LA QUE ¥,

F APARECIA COMO PROPORCION ENTRE LA DIAGONAL DEL v
PENTAGONO Y SU LADO) COMO FIGURA EMBLEM#A DE SU b
SOCIEDAD, HASTA EL PUNTO DE LLEVARLA TATUADA EN EL \

DORSO DE SUS MANOS. ESTA ESTRELLA REPRESENTABA LA

VIDA Y, PUESTA CON EL VERTICE SUPERIOR HACIA ABAJO, LO MALEFICO.

ESTA FIGURA LES FASCINABA POR LO QUE EN ELLA SE PUEDE ENCONTRAR (SEGMENTOS
PROPORCIONALES, TRIANGULOS SEMEJANTES...), PERO, SOBRE TODO, POR SU CARACTER DE
AUTORREPRODUCTIVIDAD HASTA EL INFINITO:

(INFORMACION SACADA DE WIKIPEDIA)
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Algebra

RESUMEN

Nocion

Descripcion

Ejemplos

Numeros reales

Estd formado por la unidn de los nimeros racionales y
los nimeros irracionales

5,-4, 2/3, 75, m, e, O...

Valor absoluto | | —-x six<0 [32] =32 = |+32]
x| =
x six=>20
Intervalos Abierto : (a, b) = {x€ R| a <x< b} (3,5)
Cerrado: [a, b] = {x € R| a<x< b} [3, 5]
Semiabierto (izq): (a, b] ={x€ R| a<x<b} 2, 8]
Semiabierto (der): [a, b) ={x € R|la<x< b} [1’ 7)
Polinomio Expresion construida a partir de la suma de monomios x> +4x*+8x+6

Suma, restay
producto de
polinomios

El resultado siempre es otro polinomio

p=—3x+6’.q=x2+4.
p+q=x2—3x+ 10;
p—q=—x2—3x+2;
p-q=-3x +6x—12x + 24.

Regla de Ruffini

Nos puede ayudar a la hora de factorizar un
polinomio y conocer sus raices

Fracciones
algebraicas

Es una fraccion de expresiones algebraicas

x* -1

x4+ x?—6x

Ecuaciones de
primery
segundo grado

Son igualdades entre polinomios (de primer o
segundo grado).

7(x—1)_|r5_x=
3 6

X

1-—

Desigualdades de
primer o segundo

Desigualdades entre polinomios de primer o segundo grado

x> —6x +5 >0 su solucién es
el intervalo (1, 5).

capitalizacion
de amortizacion

(o}

intereses
numero

formar o amortizar, junto con sus
compuestos, un capital al cabo de un
determinado de t aios.

grado
Parametros Problemas financieros que se dan en la realidad y su|Tasas
econdmicosy | solucion . .
. Numeros indice.
sociales
Interés simple y compuesto
T.A.E
Anualidades de|Son pagos que hacemos al principio de cada afio para

Ca(+n)] +r) -1 ]

- r

a=Dr(1+r)’
A+ -1

C
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Algebra

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Numeros racionales e irracionales:

1) Clasifica los siguientes numeros en racionales e irracionales y pasa a fraccion los racionales:

0;-0,5; «/5;3,72;_71 :2,321321...,-9,9;9';+/ V4:3,222:5034212121...

1
2) Representa, aproximadamente, en la recta real los nimeros: 0,3;—8;\/5,1,2222...;3,5;\/7;7;3,777...

3) Escribe dos niumeros en las condiciones siguientes:
a) Mayores que 0,12 y menores que 0,13
b) Comprendidos entre 2,35 y 2,36.Comprueba que la diferencia entre estos nimeros y 2,36 es
menor que una centésima
4) Cual sera el error absoluto y el error relativo cometidos al hacer las siguientes aproximaciones:

a) «/E por 1,73

b) IT+1 por4,1

¢) Redondeo a cuatro cifras del nimero Il
5) Dados los intervalos:

A={xeR/-10<x < 1}; B={xeR/1/2 <x<3}; C=R-(1,2)
Se pide:

a) Representarlos en la recta real
b) Calcular sus longitudes
c¢) C)Calcular: AuUB, AnB, AUC, (AnC)uB, AuBULC, AnBNC

6) Calcula x en las siguientes ecuaciones: (pista: x puede tener dos valores)
a) [x]| =5 b)|x—-4]=0 c)|3x+9|=21
7) Representa en la recta real los numeros que verifican las siguientes relaciones:
a) [x] <1
b) |x] <1
c) x| >1
d) |x] 21

8) Halla dos numeros que disten 6 unidades de 3, y otros dos que disten 3,5 unidades de -2, calcula
después la diferencia entre el mayor y el menor de todos estos nimeros.

9) Escribe el intervalo [-3, 5] N (3, 8).

10) Escribe el intervalo formado por los niUmeros reales x que cumplen |x —8]| < 3.
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Algebra

Polinomios:

11) Estudia si hay nimeros reales en los que las siguientes expresiones no pueden ser evaluadas:

Tx-9 b) —5x+7
(x+3)-(2x—16) x?—5x+6
g 9x3 —2x d) 2X=3y+5

—2x* -3x* -4 x? 4 y?

12) Calcular cuanto debe valer la letra m para que el valor numérico de la expresion algebraica siguiente
sea—2 parax =0.

x> —mx+4

(x* —=D)(mx +2)

13) Consideremos los polinomios p(x)=-3x" +2x> —5x—4, g(x)=2x"+3x —4x? +5x+6 vy
r(x) = 3x% +5x—7 . Realiza las siguientes operaciones:
a) ptq+r b) P—¢q
c)pr d p-r—q
14) Efectua las divisiones de polinomios:
a) 3x* —2x° =5x% +7x -9 entre 3x* +2x-5
b) 6x° —7x* +8x> +9x2 —10x—5 entre x> +3x+5
15) Sefiala sin efectuar la divisién, si las siguientes divisiones son exactas o no:

0 +7xt =13x° +5x2 —17x +5

a

) x-3

b) 2+ xt =33 +3x% —4x+ 4
x-=2

. Ox° +7x* =3x> +5x* —17x -1

x—1
16) Construye un polinomio de grado 2 tal que el nimero 4 sea raiz suya.
17) Escribe dos polinomios de grados diferentes y que tengan en comun las raices 2 y 3.

18) Construye un polinomio de grado 4 tal que tenga Unicamente dos raices reales.

19) Encuentra un polinomio ¢(x) tal que al dividir p(x)=x°+x*+x’ +x+1 entre g(x) se obtenga
como polinomio resto 7(x) =5x" +5x> +1.

20) Halla las raices enteras o racionales de los siguientes polinomios:
a) 4x> +11x* +6x -3
b) 3x° —=2x* +6x -3
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Algebra

) 3x’ —4x? +2x -1
d) 2x* +x2 —6x-3
21) Descompodn los siguientes polinomios como producto de polinomios irreducibles:

o 3x +11x*+5x+3
o 5x°+5x*+x-1

o 2xX+x°+6x-3
o 3x’—6x"+x-2

22) Realiza las operaciones entre fracciones algebraicas:

. x—1 B 4x
x*=3x x*—6x+9
x—1 2x°
x2-3x x2—6x+9
x+2 2x
x2—3x.x2—6x+9
x-1 2x

e X —3x x*—6x+9
23) Analiza si los siguientes polinomios han surgido del desarrollo de potencias de binomios, o
trinomios, o de un producto suma por diferencia. En caso afirmativo expresa su procedencia.
o x —6x+9
o x'+8x*+16
o X ++20xy+5)°
o x'+2xX+xT+2x+1
o x'-2x+x"+2x+1

e x -36
o 5x7+1
o 5x°-11
° x4 —3)/2
24) Efectua las siguientes operaciones y simplifica todo lo posible:
2 2
2 6 xX+y x + 2x+1
a) + b) z. 2 yz c) “ 2 4
x(5-x) 2(5-x) X—=y x -y 4x° -1

25) Efectua las siguientes operaciones y simplifica todo lo posible:

a) (x“—iz);(xﬁ_l) p) X =3ax’ +3a’x—a’ x+a (aﬁ-b_a—bj: ab
X

X xX—a xX—a a-b a+b) a->b

26) Efectua las siguientes operaciones y simplifica todo lo posible:
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Algebra

rr o1 3,22 1
a x—y x a+y 13 231 3 2 X Yy x y
ST o1l 1355
a x+y x a-y X y x y

Ecuaciones, inecuaciones y sistemas:

28) Resolver las ecuaciones siguientes:

g X713 b)—+5—3—x—7 g - 5

2x—4 9 6 x+1 x-1
29) Resolver las siguientes ecuaciones indicando cuantas soluciones tienen y cuales son:

3 —
a)16x2—7:5+8x b) x* +8x* —12=0

2x° -3
2 2
Q) 80xt —48x> +7=0  d) -+
16 25

30) El cateto mayor de un tridngulo rectangulo es una unidad mayor que el cateto menor. La
hipotenusa es tres unidades mayor que el cateto menor. Se pide:

a) Escribir la expresién algebraica que resulta de aplicar el Teorema de Pitagoras.
b) Calcula la hipotenusa y los catetos.

31) En una competicién de baloncesto a doble vuelta participan doce equipos. Cada partido ganado vale
2 puntos y los partidos perdidos, 1 punto (no puede haber empates). Al final de la competicion, un
equipo tiene 36 puntos. ¢ Cuantos partidos ha ganado?

32) Una caja de forma cubica se llena con cierto nimero de cubitos de un centimetro cubico y sobran
71 cubitos; pero si todos los cubitos que hay se ponen en otra caja que tiene un centimetro mds
por cada arista, faltan 200 para llenarla. Calcula las longitudes de las aristas de las dos cajas y el
numero de cubitos que hay.

33) Las tres cifras de un nimero suman 18. Si a ese numero se le resta el que resulta de invertir el orden
de sus cifras, se obtienen 594; la cifra de las decenas es la media aritmética entre las otras dos.
Halla el nimero.

34) Queremos averiguar las edades de una familia formada por los padres y los dos hijos. Si sumamos
sus edades de tres en tres, obtenemos 100, 73, 74 y 98 afios, respectivamente. {Clal es la edad de
cada uno de ellos?

35) Resuelve:

a)§—9<2 b)57x—7é—5x ¢) 4(2x—3)>1-7x
d) 3(x5+4)<2x o) 2x3—4+1>9x6+6 f)77x_1<x_3x+5

36) Calcula los valores de x para que sea posible calcular las siguientes raices:

a) J/3x-6 b) v—-x+3
c) V15 -3x d) Vv-6x-24
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Algebra

37) Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:

a)2x*-8<0 b) —x*+25 < 0 c)—x*+49 > 0
d)5x*—45> 0 e)Ix’—-1>0 f) 16x*-9<0
g) 49x* - 36<0 h) 121x* + 100 <0
38) Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:
a) —2x> +50x <0 b) 7x* +3x > 0 ¢) 2x% < 8x
d)—2x*—24x > 0 e)—7x* + 14x <0 f) =5x* —30x > 0
39) Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:
a)5x°< 0 b) 7x*> 0
) —2x°<0 d)6x’> 0

40) Calcula los valores de x para que sea posible obtener las siguientes raices:

a) V2x2i+x -3 b) Vx2+2x+1 c) V-1+2x—x?
d) Vx*3x+5 e) V= x? +12x+36 f) \x2+6x 27 g) V1—4x?

41) Resuelve los siguientes sistemas por el método de Gauss y discute el resultado:

xX+y+t=3
x+y+2z=4
) N 5 x+z—-t=1
a) Jx+y=
4 y+z+t=3
y+z=2
x—y+z=1
x—y+2z=4 3x+4y—-z=6
b) 2x+y+5z=13 e) {6x—6y+2z=2
x+y—4z=-6 X—y+2x=-2
x=2y+3z+4t=6
x+4y—-8z=-8
2x—y+z—-t=1
c) 4x+8y—-2z=-2 f)
X—y+3z+2t=5
8x—y—4z=-4

3x—y+2z-3t=1

Problemas de Matematicas Financieras

42) Una persona entrega al principio de cada mes y durante 4 afos una cantidad fija de 100€.La
capitalizacion es mensual al 5 % anual. ¢ Qué capital tendra al final de los 4 afios?

43) La abuela de Maria, al nacer éste, decidié ingresar en un banco un capital de 6000 € a interés
compuesto anual del 7,5 %. ¢Cuanto dinero recibird al cumplir 25 afos?. Si la capitalizacion se
hubiera hecho semestral, ¢ cuanto dinero hubiera recibido?

44) Tasa Anual Equivalente (T.A.E.). Si colocamos 600 € al 8 % anual con capitalizacidn trimestral, en un
afio, équé montante genera? A que tanto por ciento debemos colocar el mismo capital para
generar el mismo montante si la capitalizacion es anual.

45) Calcula el T.A.E. en los siguientes casos:
a) Partiendo del montante que se genera en el problema anterior, cuando los intereses se
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Algebra

devengan mensualmente al 3% anual.
b) Los intereses se devengan trimestralmente al 4 % anual.
c) Losintereses se devengan diariamente al 5 % anual.
d) Encuentra la férmula general para calcular el T.A.E.

46) Una persona compra un piso por 150000 €. A la firma del contrato entrega 30000 € y el resto lo
paga una entidad financiera que le ha concedido el préstamo correspondiente. Esta entidad le
cobra un 9 % anual y las cuotas de amortizacidén mensuales. ¢ A cuanto asciende cada una de estas
cuotas si ha de saldar la deuda en 20 afios?

47) Tu hermana se ha comprado una moto cuyo valor es de 18000 €. La va a pagar mediante cuotas
trimestrales de 75 € al 6 % anual. ¢ Cuantos anos tardara en pagar la moto?

48) Al comienzo de cada uno de 4 afios consecutivos depositamos en una libreta de ahorro 2000 €. Al
comenzar el quinto ano, sacamos 6000 € de la libreta. ¢ Qué cantidad de dinero queda en la libreta
si sabemos que los intereses son compuestos al 4,5 % anual?

49) ¢A qué tanto por ciento anual debe prestarse un capital puesto a interés compuesto para que en 20
anos se duplique? ¢Y para que se duplique en 10 afios?

50) ¢Cudl es la cuota mensual de amortizacion de un préstamo hipotecario de 54000 € a 15 afios al 5 %
anual? ¢Qué cantidad de dinero pagamos durante los 15 afios?
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Algebra

AUTOEVALUACION

1. Completa adecuadamente las siguientes frases:

a) Lasuma de dos polinomios de grado dos es siempre otro polinomio de grado ..........
b) Lasuma de tres polinomios de grado dos es siempre otro polinomio de grado ..........
c) El producto de dos polinomios de grado dos es siempre otro polinomio de grado ..........

d) La diferencia de dos polinomios de grado dos es siempre otro polinomio de grado ..........

2. Considera el polinomio 2x* —7x’ +5x* —7x +3. éCudl de los siguientes nimeros enteros es un
candidato razonable para ser una raiz suya?

a)3 b) 2 c)-11 d)-7

w

La desigualdad 2 < x < 7 se verifica para los valores:
a)2,3y6 b)3,47y6 c)3,52y7 d)4,5y8
4. La solucién de la inecuacion 3,4 +5,2x—8,1x<9,4 + 7,3x es:
a)x <-10/17 b) x > +6/10,2 c)x>-10/1,7 d) x <+6/10,2

5. La suma de las edades de dos personas es mayor de 40 afios y su diferencia menor o igual que 8
anos. ¢Cudl de los siguientes sistemas de inecuaciones nos permite calcular sus edades?

+y>40 +v=>40 +v>40 +y<40
a){x Y b){x Y c){x Y d){x Y

y—x<8 y—x<8 xX—y<8

6. El perimetro de un rectangulo es menor que 14 cm. Si la base es mayor que el doble de la altura
menos 3 cm, algun valor que verifica es sistema es:
a) base=4cm, altura=1cm b) base =2 cm, altura=3 cm
c) base = 6, altura = 4cm d) base =9 cm, altura=2cm

7. Unainecuacién cuya solucion sea el intervalo (-, 5) es:

a)5x—3x+2<9%x+2 b)8x-3x+7<9%x+2 ¢)Sx—-3x+2<7x+27 d) Sx—3x+2>7Tx+27

8. La solucién de la inecuacion 2x _23 <1 es:
Y—
a) (1, 2) b) (-, 1) cJx<lux>2 d) (-1, 2)
2x—-5y+3z=4
9. ¢Cual es la solucion del siguiente sistema de ecuaciones?: sx—2y+z =3
Sx+y+7z=11
a)x=5y=0z=-2 b)x=5y=0z=1 c)x=—-2y=0z=5 d)x=0y=-z=-2

10. En el mercado de ocasidn del coche usado nos venden un coche por 3000 €.La empresa tiene
una entidad financiera que cobra un 8 % anual. ¢Cual debe ser la amortizacién mensual para
saldar la deuda en 2 afios?

a) 136,382 € b) 136,482 € c) 135,383 € d)136,3853 €
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