18.1

CAPITULO 18

Interpolacién

Con frecuencia se encontrard con que tiene que estimar valores intermedios entre datos
definidos por puntos. El método mas comtin que se usa para este propésito es la interpola-
cién polinomial. Recuerde que la formula general para un polinomio de n-ésimo grado es

fX)=ay+ax+ax*+---+ax" (18.1)

Dados n + 1 puntos, hay uno y sélo un polinomio de grado* n que pasa a través de todos
los puntos. Por ejemplo, hay s6lo una linea recta (es decir, un polinomio de primer gra-
do) que une dos puntos (figura 18.1a). De manera similar, inicamente una pardbola une
un conjunto de tres puntos (figura 18.1b). La interpolacion polinomial consiste en de-
terminar el polinomio tnico de n-ésimo grado que se ajuste a n + 1 puntos. Este polino-
mio, entonces, proporciona una férmula para calcular valores intermedios.

Aunque hay uno y s6lo un polinomio de n-ésimo grado que se ajusta a n + 1 puntos,
existe una gran variedad de formas matematicas en las cuales puede expresarse este
polinomio. En este capitulo describiremos dos alternativas que son muy adecuadas para
implementarse en computadora: los polinomios de Newton y de Lagrange.

INTERPOLACION POLINOMIAL DE NEWTON
EN DIFERENCIAS DIVIDIDAS

Como se dijo antes, existe una gran variedad de formas alternativas para expresar una
interpolacion polinomial. El polinomio de interpolacion de Newton en diferencias di-

FIGURA 18.1

Ejemplos de interpolacion polinomial: a) de primer grado (lineal) que une dos puntos, b) de
segundo grado (cuadrdtica o parabélica) que une tres puntos vy ¢) de tercer grado (cObical
que une cuatro punfos.

a) b) 9)

* De hecho se puede probar que dados n + 1 puntos, con abscisas distintas entre si, existe uno y sélo un poli-
nomio de grado a lo mds n que pasa por estos puntos.
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vididas es una de las formas mas populares y ttiles. Antes de presentar la ecuacién
general, estudiaremos las versiones de primero y segundo grados por su sencilla inter-
pretacion visual.

18.1.1 Interpolacion lineal

La forma mas simple de interpolacién consiste en unir dos puntos con una linea recta.
Dicha técnica, llamada interpolacion lineal, se ilustra de manera grifica en la figura
18.2. Utilizando tridngulos semejantes,

S0 =) _ Fx) = f(x)

X— X, X, — X,

reordenandose se tiene

£1(0)= g + L)
-

X

(x—xg) (18.2)
0

que es una formula de interpolacion lineal. La notacion f(x) designa que éste es un
polinomio de interpolacién de primer grado. Observe que ademds de representar la
pendiente de la linea que une los puntos, el término [f(x;) — f(x)]/(x; — x,) es una aproxi-
macioén en diferencia dividida finita a la primer derivada [ecuacion (4.17)]. En general,

FIGURA 18.2
Esquema grdfico de la interpolacion lineal. Las dreas sombreadas indican los frigngulos
semejantes usados para obtener la férmula de la interpolacion lineal [ecuacion(18.2)].
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EJEMPLO 18.1

cuanto menor sea el intervalo entre los datos, mejor serd la aproximacion. Esto se debe al
hecho de que, conforme el intervalo disminuye, una funcién continua estara mejor aproxi-
mada por una linea recta. Esta caracteristica se demuestra en el siguiente ejemplo.

Interpolacién lineal

Planteamiento del problema.  Estime el logaritmo natural de 2 mediante interpolacién
lineal. Primero, realice el cdlculo por interpolacién entre In 1 = 0 y In 6 = 1.791759.
Después, repita el procedimiento, pero use un intervalo menor de In 1 a In 4 (1.386294).
Observe que el valor verdadero de In 2 es 0.6931472.

Solucién.  Usamos la ecuacién (18.2) y una interpolacién lineal para In(2) desde x, =
1 hasta x; = 6 para obtener

f1(2) =O+1'79‘17¢(2—1) =0.3583519

que representa un error: £, = 48.3%. Con el intervalo menor desde x, = 1 hasta x; =4 se
obtiene

f12)=0+

1-35‘22&(2 ~1) = 0.4620981

Asi, usando el intervalo mas corto el error relativo porcentual se reduce a g, = 33.3%.
Ambas interpolaciones se muestran en la figura 18.3, junto con la funcién verdadera.

FIGURA 18.3
Dos inferpolaciones lineales para estimar In 2. Observe como el infervalo menor
proporciona una mejor estimacion.

S

2 f(x) =1Inx

Valor
1= verdadero

fi0)

Estimaciones lineales
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18.1.2 Interpolacion cuadratica

En el ejemplo 18.1 el error resulta de nuestra aproximacién a una curva mediante una
linea recta. En consecuencia, una estrategia para mejorar la estimacién consiste en intro-
ducir alguna curvatura a la linea que une los puntos. Si se tienen tres puntos como datos,
éstos pueden ajustarse en un polinomio de segundo grado (también conocido como poli-
nomio cuadratico o pardbola). Una forma particularmente conveniente para ello es

So(x) = by + by (x — x) + by(x — xp)(x — x) (18.3)

Observe que aunque la ecuacién (18.3) parece diferir del polinomio general [ecuacién
(18.1)], las dos ecuaciones son equivalentes. Lo anterior se demuestra al multiplicar los
términos de la ecuacidn (18.3):

fo(x) = by + byx — byxy + byx? + boxyx; — boxxy — byxx,
0, agrupando términos,

(%) = ag + ayx + ax?
donde

ay = by — bxy + byxyx,

a, = by — byxg— byx,

a=b,

Ast, las ecuaciones (18.1) y (18.3) son formas alternativas, equivalentes del tinico poli-
nomio de segundo grado que une los tres puntos.

Un procedimiento simple puede usarse para determinar los valores de los coeficien-
tes. Para encontrar b, en la ecuacion (18.3) se evalda con x = x,, para obtener

by = fixo) (18.4)

La ecuacién (18.4) se sustituye en la (18.3), después se evalia en x = x; para tener

_ @)~ f(x)

X=X

b, (18.5)
Por dltimo, las ecuaciones (18.4) y (18.5) se sustituyen en la (18.3), después se evalia en
X =x, y (luego de algunas manipulaciones algebraicas) se resuelve para

f(xz)_f(xl)_ f(x1)_f(xo)

X, — X X, — X,
bz = 2 ] 1 0 (18.6)
Xy =X

Observe que, como en el caso de la interpolacién lineal, b, todavia representa la
pendiente de la linea que une los puntos x, y x;. Asi, los primeros dos términos de
la ecuacién (18.3) son equivalentes a la interpolacién lineal de x, a x|, como se especi-
fic6 antes en la ecuacion (18.2). El dltimo término, b,(x — x,)(x — x,), determina la cur-
vatura de segundo grado en la férmula.
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EJEMPLO 18.2

Antes de ilustrar como utilizar la ecuacion (18.3), debemos examinar la forma del co-
eficiente b,. Es muy similar ala aproximacién en diferencias divididas finitas de la segunda
derivada, que se present6 antes en la ecuacion (4.24). Asi, la ecuacién (18.3) comienza a
manifestar una estructura semejante a la expansion de la serie de Taylor. Esta observacién
serd objeto de una mayor exploracién cuando relacionemos los polinomios de interpolacién
de Newton con la serie de Taylor en la seccién 18.1.4. Aunque, primero, mostraremos un
ejemplo que indique cémo se utiliza la ecuacion (18.3) para interpolar entre tres puntos.
Interpolacién cuadrdtica

Planteamiento del problema.  Ajuste un polinomio de segundo grado a los tres pun-
tos del ejemplo 18.1:

Xo=1 fixp) =0
x =4 fix)) = 1.386294
X, =6 fix,) =1.791759

Con el polinomio evaltde In 2.
Solucién.  Aplicando la ecuacion (18.4) se obtiene
bo = O

La ecuacion (18.5) da

1.386294 —
b, = 1.386294-0 =0.4620981

4-1
FIGURA 18.4
El uso de la interpolacién cuadrética para estimar In 2. Para comparacién se presenta
tfambién la interpolacion lineal desde x = 1 hasfa 4.

f&)
Py fx) =Inx—s
- valor

1= verdadero

Estimacion cuadratica
Estimacion lineal
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y con la ecuacion (18.6) se obtiene

1791759 1386294 _ ) 1 c>0031

b, = 6-4 0 =-0.0518731

Sustituyendo estos valores en la ecuacién (18.3) se obtiene la férmula cuadratica

H(x)=0+0.4620981(x — 1) — 0.0518731(x — 1)(x — 4)
que se evalia en x = 2 para
£(2) =0.5658444

que representa un error relativo de &, = 18.4%. Asi, la curvatura determinada por la
férmula cuadratica (figura 18.4) mejora la interpolacién compardndola con el resultado
obtenido antes al usar las lineas rectas del ejemplo 18.1 y en la figura 18.3.

18.1.3 Forma general de los polinomios de interpolacién
de Newton

El andlisis anterior puede generalizarse para ajustar un polinomio de n-ésimo grado a n
+ 1 datos. El polinomio de n-ésimo grado es

JuX) =bg + by(x = xp) + - - - + b (x = xp)(x —x1) - (X = X,,y) (18.7)

Como se hizo antes con las interpolaciones lineales y cuadraticas, los puntos asociados
con datos se utilizan para evaluar los coeficientes b, b,..., b,. Para un polinomio de
n-ésimo grado se requieren n + 1 puntos: [xo, f(xy)], [x;, f(x)],.... [x,, fx,)]. Usamos
estos datos y las siguientes ecuaciones para evaluar los coeficientes:

by = flxo) (18.8)
by = flxy, xo] (18.9)
by = flx,, X1, Xo] (18.10)
by = flx, X, 15+ X15 Xo) (18.11)

donde las evaluaciones de la funcion colocadas entre paréntesis son diferencias divididas
finitas. Por ejemplo, la primera diferencia dividida finita en forma general se representa
como
flx)—f(x;)
flx, x,]=——" (18.12)
X —X.
i J
La segunda diferencia dividida finita, que representa la diferencia de las dos primeras
diferencias divididas, se expresa en forma general como

f[xi?xj]_f[xj’ )Ck]

X = X

flxp x;, x, 1= (18.13)
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EJEMPLO 18.3

i X; fix;) Primero Segundo Tercero
0 Aol = fx1, x] —> flx, x), xo) — > /x5, %, X1, %]
1 X fx) == Al x] == fIx, %0, xi]

/
2 X fxa) ;: s, %) —
3 X3 fix3)

FIGURA 18.5
Representacion gréfica de la naturaleza recursiva de las diferencias divididas finitas.

En forma similar, la n-ésima diferencia dividida finita es

Flx,, X, e X 1= F1X, 0 X000 e s X ]
‘xn _'xO

Flx,, %, s X X0 1= (18.14)

Estas diferencias sirven para evaluar los coeficientes en las ecuaciones (18.8) a
(18.11), los cuales se sustituirdn en la ecuacion (18.7) para obtener el polinomio de in-
terpolacion

Jax) = flxg) + (x = x0) fTx1, xo] + (x = x0)(x — x1) flxa, X1, Xo]

+ -+ (x _xo)(x _xl). . .(x _xn—l)ﬂxn’ xn—l" ° oy xO] (18.15)

que se conoce como polinomio de interpolacion de Newton en diferencias divididas.
Debe observarse que no se requiere que los datos utilizados en la ecuacion (18.15) estén
igualmente espaciados o que los valores de la abscisa estén en orden ascendente, como
se ilustra en el siguiente ejemplo. También, advierta como las ecuaciones (18.12) a (18.14)
son recursivas (es decir, las diferencias de orden superior se calculan tomando diferencias
de orden inferior (figura 18.5). Tal propiedad se aprovechard cuando desarrollemos un
programa computacional eficiente en la seccién 18.1.5 para implementar el método.

Polinomios de interpolacién de Newton en diferencias divididas

Planteamiento del problema.  En el ejemplo 18.2, los datos xo = 1, x, =4 y x, = 6 se
utilizaron para estimar In 2 mediante una parabola. Ahora, agregando un cuarto punto
(x3 = 5; flx3) = 1.609438], estime In 2 con un polinomio de interpolacién de Newton de
tercer grado.

Solucién.  Utilizando la ecuacién (18.7), con n = 3, el polinomio de tercer grado es
J3(x) = by + by(x — xp) + by(x — xp)(x — x;) + b3(x — x0)(x — x)(x — X3)

Las primeras diferencias divididas del problema son [ecuacion (18.12)]

flx,. x,1= 1.386294-0 _ 0.4620981
4-0
] = 1791759 - 1386294 _ 152

6-4
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fx)
T \
L f@) =Inx
1+
— Estimacion
| cubica
0 | | | | | |
0 5 X
FIGURA 18.6

Uso de la inferpolacién cobica para estimar In 2.

e, xl= 1.60943?—16.791759 01823216

Las segundas diferencias divididas son [ecuacién (18.13)]

0.2027326 — 0.4620981

f[-xzsxl,-xo]= 6—1 =-0.05187311
sy, x ] = 0.182321? —2.2027326 — _0.02041100

La tercera diferencia dividida es [ecuacion (18.14) con n = 3]

—-0.02041100 — (-0.05187311)
5-1

Flxy, %5, %, %,1= =0.007865529

Los resultados de fIx;, xo], fTxs, X1, Xo] ¥ flx3, X, X1, Xo] representan los coeficientes by, b, y
b; de la ecuacion (18.7), respectivamente. Junto con b, = f(x,) = 0.0, la ecuacién (18.7) es

£(x) =0 +0.4620981(x — 1) — 0.05187311(x — 1)(x — 4)
+0.007865529(x — 1)(x — 4)(x — 6)

la cual sirve para evaluar f3(2) = 0.6287686, que representa un error relativo: &, = 9.3%.
La gréfica del polinomio ctibico se muestra en la figura 18.6.
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EJEMPLO 18.4

18.1.4 Errores de la interpolacion polinomial de Newton

Observe que la estructura de la ecuacién (18.15) es similar a la expansién de la serie de
Taylor en el sentido de que se van agregando términos en forma secuencial, para mostrar
el comportamiento de orden superior de la funcién. Estos términos son diferencias di-
vididas finitas y, asi, representan aproximaciones de las derivadas de orden superior. En
consecuencia, como ocurrié con la serie de Taylor, si la funcién verdadera es un polino-
mio de n-ésimo grado, entonces el polinomio de interpolacién de n-ésimo grado basado
en n + | puntos dard resultados exactos.

También, como en el caso de la serie de Taylor, es posible obtener una formulacién
para el error de truncamiento. De la ecuacién (4.6) recuerde que el error de truncamien-
to en la serie de Taylor se expresa en forma general como

(n+l1
S

" (n+ 1)

(X4 — x,)"™ (4.6)

donde £ estd en alguna parte del intervalo de x; a x;, . Para un polinomio de interpolacién
de n-ésimo grado, una expresion andloga para el error es

P A5

= D) (x—xg)(x—x;) - (x—x,) (18.16)

donde & estd en alguna parte del intervalo que contiene la incdgnita y los datos. Para que
esta férmula sea ttil, la funcién en turno debe ser conocida y diferenciable. Por lo comin
éste no es el caso. Por fortuna, hay una formulacién alternativa que no requiere del co-
nocimiento previo de la funcién. Utilizandose una diferencia dividida finita para aproxi-
mar la (n + 1)-ésima derivada,

R, = flx, X, Xops - - -5 Xpl(X —x0)(x — X)) - - (x — x,,) (18.17)

donde f[x, x,, x,_y,. . . , Xo] es la (n + 1)-ésima diferencia dividida finita. Debido a que
la ecuacién (18.17) contiene la incégnita f(x), no permite obtener el error. Sin embargo,
si se tiene un dato mds, f(x,,,), la ecuacion (18.17) puede usarse para estimar el error
como sigue:

Rn = f[anrl’ Xps Xp—1s + + - ,XO](X—XO)(X—xl)‘ : -(x—x,,) (18~18)

Estimacién del error para el polinomio de Newton

Planteamiento del problema.  Con la ecuacién (18.18) estime el error en la interpo-
lacién polinomial de segundo grado del ejemplo 18.2. Use el dato adicional f(x;) =
f(5) = 1.609438 para obtener sus resultados.

Solucién.  Recuerde que en el ejemplo 18.2 el polinomio de interpolacién de segundo
grado proporciond una estimacion, f,(2) = 0.5658444, que representa un error de
0.6931472 — 0.5658444 = 0.1273028. Si no se hubiera conocido el valor verdadero, como
usualmente sucede, la ecuacién (18.18), junto con el valor adicional en x5, pudo haberse
utilizado para estimar el error,

Ry = flx3, X5, X1, Xo](x — Xp)(x — x)(X — x)
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R, =0.007865529(x — 1)(x — 4)(x — 6)

donde el valor de la diferencia dividida finita de tercer orden es como se calculd antes
en el ejemplo 18.3. Esta expresion se evalia en x = 2 para obtener

R, =0.007865529(2 — 1)(2 - 4)(2 - 6) = 0.0629242

que es del mismo orden de magnitud que el error verdadero.

Con el ejemplo anterior y la ecuacién (18.18), debe resultar claro que el error esti-
mado para el polinomio de n-ésimo grado es equivalente a la diferencia entre las pre-
dicciones de orden (n + 1) y de orden n. Es decir,

R, = fr(X) = f,(x) (18.19)

En otras palabras, el incremento que se agrega al caso de orden »n para crear el caso de
orden (n + 1) [es decir, la ecuacién (18.18)] se interpreta como un estimado del error
de orden n. Esto se percibe con claridad al reordenar la ecuacién (18.19):

f;1+l(x) =f,,(x) + Rn

La validez de tal procedimiento se refuerza por el hecho de que la serie es altamente
convergente. En tal situacion, la prediccion del orden (n + 1) deberia ser mucho mas
cercana al valor verdadero que la prediccion de orden n. En consecuencia, la ecuacién
(18.19) concuerda con nuestra definicion estdndar de error, al representar la diferencia
entre la verdad y una aproximacion. No obstante, observe que mientras todos los otros
errores estimados para los procedimientos iterativos presentados hasta ahora se encon-
traron como una prediccién presente menos una previa, la ecuacion (18.19) constituye
una prediccion futura menos una presente. Lo anterior significa que para una serie que
es de convergencia rapida, el error estimado de la ecuacion (18.19) podria ser menor
que el error verdadero. Esto representaria una calidad muy poco atractiva si el error
estimado fuera a emplearse como un criterio de terminacion. Sin embargo, como se
expondrd en la siguiente seccidn, los polinomios de interpolacién de grado superior son
muy sensibles a errores en los datos (es decir, estin mal condicionados). Cuando se
emplean para interpolacién, a menudo dan predicciones que divergen en forma signifi-
cativa del valor verdadero. Si se trata de detectar errores, la ecuacién (18.19) es mas
sensible a tal divergencia. De esta manera, es mds valiosa con la clase de andlisis de
datos exploratorios para los que el polinomio de Newton es el mas adecuado.

18.1.5 Algoritmo computacional para el polinomio
de interpolacion de Newton

Tres propiedades hacen a los polinomios de interpolacién de Newton muy atractivos
para aplicaciones en computadora:

1. Como en la ecuacién (18.7), es posible desarrollar de manera secuencial versiones
de grado superior con la adicién de un solo término a la ecuacién de grado inferior.
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Esto facilita la evaluacién de algunas versiones de diferente grado en el mismo
programa. En especial tal capacidad es valiosa cuando el orden del polinomio no se
conoce a priori. Al agregar nuevos términos en forma secuencial, podemos deter-
minar cuando se alcanza un punto de regreso disminuido (es decir, cuando la adicién
de términos de grado superior ya no mejora de manera significativa la estimacion,
o0 en ciertas situaciones incluso la aleja). Las ecuaciones para estimar el error, que
se analizan en el punto 3, resultan ttiles para visualizar un criterio objetivo para
identificar este punto de términos disminuidos.

2. Las diferencias divididas finitas que constituyen los coeficientes del polinomio
[ecuaciones (18.8) hasta (18.11)] se pueden calcular eficientemente. Es decir, como
en la ecuacion (18.14) y la figura 18.5, las diferencias de orden inferior sirven para
calcular las diferencias de orden mayor. Utilizando esta informacién previamente
determinada, los coeficientes se calculan de manera eficiente. El algoritmo en la
figura 18.7 incluye un esquema asi.

3. El error estimado [ecuacién (18.18)] se incorpora con facilidad en un algoritmo
computacional debido a la manera secuencial en la cual se construye la prediccién.

Todas las caracteristicas anteriores pueden aprovecharse e incorporarse en un algo-
ritmo general para implementar el polinomio de Newton (figura 18.7). Observe que el
algoritmo consiste de dos partes: la primera determina los coeficientes a partir de la
ecuacion (18.7); la segunda establece las predicciones y sus errores correspondientes. La
utilidad de dicho algoritmo se demuestra en el siguiente ejemplo.

FIGURA 18.7

Un algoritmo para el polinomio de inferpolacién de Newton escrito en seudocédigo.

SUBROUTINE NewtInt (x, y, n, xi, yint, ea)
LOCAL fdd,, ,
DOFOR i = 0, n
fdd; o = y;
END DO
DOFOR j =1, n
DOFOR i =0, n - J
fdd; ; = (fddyg, ;-1 - fdd; ;1) (X5 - X;)
END DO
END DO
xterm = 1
yinty = fddy
DOFOR order = 1, n
xterm = xterm * (X1 = Xopger-1)
yint2 = yint,ger-; + fddy orger * Xterm
Eagrger-1 = ¥int2 = yintorger
Yintorger = yint2
END order
END NewtInt
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EJEMPLO 18.5

Estimaciones del error para determinar el grado de interpolacién adecuado
Planteamiento del problema. Después de incorporar el error [ecuacién (18.18)],

utilice el algoritmo computacional que se muestra en la figura 18.7 y la informacién
siguiente para evaluar f(x) =In xenx =2:

fix)=In x

1

1.3862944
1.7917595
1.6094379
1.0986123
1.5 0.4054641
2.5 0.9162907
3.5 1.2527630

W Lo NO| X

Solucién.  Los resultados de emplear el algoritmo de la figura 18.7 para obtener una
solucién se muestran en la figura 18.8. El error estimado, junto con el error verdadero
(basandose en el hecho de que In 2 = 0.6931472), se ilustran en la figura 18.9. Observe
que el error estimado y el error verdadero son similares y que su concordancia mejora
conforme aumenta el grado. A partir de estos resultados se concluye que la version de
quinto grado da una buena estimacion y que los términos de grado superior no mejoran
significativamente la prediccion.

NUMERO DE PUNTOS? 8

X(0), y(Co) =721,0
X(1), y(1) =72 4,1.3862944
X(2), y(2) =7?6,1.7917595
X(3), y(3) =7?5,1.6094379
X(4), y(4 ) =7?3,1.0986123
X(5), y(5) =72 1.5,0.40546411
X(6), y(6 ) =7?2.50.91629073
X(7), y(7) =72 3.5,1.2527630
INTERPOLACION EN X = 2
GRADO  F(X) ERROR
0 0.000000 0.462098
1 0.462098 0.103746
2 0.565844 0.062924
3 0.628769 0.046953
4 0.675722 0.021792
5 0.697514 -0.003616
6 0.693898 -0.000459
7 0.693439

FIGURA 18.8

Resultiados de un programa, basado en el algoritmo de la figura 18.7, para evaluar In 2.
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Este ejercicio también ilustra la importancia de la posicién y el orden de los puntos.
Por ejemplo, hasta la estimacién de tercer grado, la mejoria es lenta debido a que los pun-
tos que se agregaron (en x =4, 6y 5) estan distantes y a un lado del punto de andlisis en x
= 2. La estimacién de cuarto grado muestra una mejoria un poco mayor, ya que el nuevo
punto en x = 3 estd mds cerca de la incégnita. Aunque, la disminucién més dramatica en
el error corresponde a la inclusion del término de quinto grado usando el dato en x = 1.5.
Dicho punto esté cerca de la incégnita y también se halla al lado opuesto de la mayoria de
los otros puntos. En consecuencia, el error se reduce a casi un orden de magnitud.

La importancia de la posicion y el orden de los datos también se demuestra al usar
los mismos datos para obtener una estimacién para In 2, pero considerando los puntos
en un orden diferente. La figura 18.9 muestra los resultados en el caso de invertir el
orden de los datos originales; es decir, x, = 3.5, x; = 2.5, x3 = 1.5, y asi sucesivamente.
Como los puntos iniciales en este caso se hallan mds cercanos y espaciados a ambos
lados de In 2, el error disminuye mucho mds rapidamente que en la situacién original.
En el término de segundo grado, el error se redujo a menos de €, = 2%. Se podrian em-
plear otras combinaciones para obtener diferentes velocidades de convergencia.

FIGURA 18.9
Errores relativos porcentuales para la prediccion de In 2 como funcién del orden del
polinomio de inferpolacion.

Error

p
\)
1

‘r— Error verdadero (original)

5 Grado

Error estimado (invertido)

-0.5
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INTERPOLACION

18.2

El ejemplo anterior ilustra la importancia de la seleccion de los puntos. Como es
intuitivamente 16gico, los puntos deberian estar centrados alrededor, y tan cerca como
sea posible, de las incégnitas. Esta observacion también se sustenta por un andlisis di-
recto de la ecuacién para estimar el error [ecuacién (18.17)]. Si suponemos que la dife-
rencia dividida finita no varia mucho a través de los datos, el error es proporcional al
producto: (x — xy)(x — x;)---(x — x,)). Obviamente, cuanto mas cercanos a x estén los pun-
tos, menor serd la magnitud de este producto.

POLINOMIOS DE INTERPOLACION DE LAGRANGE

El polinomio de interpolacion de Lagrange es simplemente una reformulacién del po-
linomio de Newton que evita el cdlculo de las diferencias divididas, y se representa de
manera concisa como

a0 =Y L(Df(x) (18.20)
i=0
donde
noX—X,
L(x)= J (18.21)
l,} X —X;
donde IT designa el “producto de”. Por ejemplo, la version lineal (n = 1) es
F100 = 22 fo) + S0 f(x) (18.22)
0o~ X=X
y la versién de segundo grado es
(x—x )(x—x,) (x —x)(x—x,)
fr(x)= flx)+ fx)
B O I G R b
wf(xz) (18.23)

(x, = xp)(x, —x,)

La ecuacion (18.20) se obtiene de manera directa del polinomio de Newton (cuadro
18.1). Sin embargo, el razonamiento detrds de la formulacién de Lagrange se compren-
de directamente al darse cuenta de que cada término L;(x) serd 1 en x = x; y 0 en todos
los otros puntos (figura 18.10). De esta forma, cada producto L;(x) f(x;) toma el valor de
f(x;) en el punto x;. En consecuencia, la sumatoria de todos los productos en la ecuacién
(18.20) es el unico polinomio de n-ésimo grado que pasa exactamente a través de todos
los n + 1 puntos, que se tienen como datos.
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EJEMPLO 18.6

estimacion en x = 2,

4
4

Planteamiento del problema.
primero y segundo grado evalde In 2 basandose en los datos del ejemplo 18.2:

(2—4)(2—6)0+

Polinomios de interpolacién de Lagrange

Con un polinomio de interpolacién de Lagrange de

Xo=1 flxp) =0

Xx=4  fir) = 1386294

=6  fi)=1.791760
Solucion.

El polinomio de primer grado [ecuacién (18.22)] se utiliza para obtener la

fi2)= ?;O + % 1.386294 = 0.4620981

De manera similar, el polinomio de segundo grado se desarrolla asi: [ecuacién (18.23)]

2-D2-6) 1.386294

fz(z): (1—4)(1-6)
+(2—1)(2—4)
6-1)6-4)

4-1)(4-06)

1.791760 = 0.5658444

Como se esperaba, ambos resultados concuerdan con los que se obtuvieron antes al usar
el polinomio de interpolacién de Newton.

Cuadro 18.1

Obtencion del polinomio de Lagrange directamente a partir

del polinomio de interpolacion de Newton

El polinomio de interpolacion de Lagrange se obtiene de mane-
ra directa a partir de la formulacién del polinomio de Newton.
Haremos esto tinicamente en el caso del polinomio de primer
grado [ecuacién (18.2)]. Para obtener la forma de Lagrange,
reformulamos las diferencias divididas. Por ejemplo, la primera
diferencia dividida,

f[xl’xo]:M (B1811)
X, — X,
se reformula como
f[xl,xo]=M+M (B18.1.2)

X=Xy XX

conocida como la forma simétrica. Al sustituir la ecuacidén
(B18.1.2) en la (18.2) se obtiene

" fr) T )

1~ %o 0

[ =fxy)+

Por tltimo, al agrupar términos semejantes y simplificar se ob-
tiene la forma del polinomio de Lagrange,

£(0) = T fxy)+—
0 X X

—%0 f(x)
e

1
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180 = Tercer término

Sumatoria
de los tres
términos = f,(x)

100

=l Primer término

30

-50

Segundo término
-100

-150 —

FIGURA 18.10

Descripcién visual del razonamiento detrés del polinomio de Lagrange. Esta figura muestra
un caso de segundo grado. Cada uno de los tres términos en la ecuacion (18.23) pasa a
fravés de uno de los punfos que se tienen como datos y es cero en los ofros dos. La suma de
los tres términos, por lo tanto, debe ser el Gnico polinomio de segundo grado () que pasa
exactamente a fravés de los fres puntos.

FIGURA 18.11
Seudocédigo para la inferpolacién de Lagrange. Este algoritmo se establece para calcular
una sola prediccion de grado nésimo, donde n + 1 es el nimero de dafos.

FUNCTION Lagrng(x, y, n, Xx)
sum = 0
DOFOR i = 0, n
product = y;
DOFOR j = 0, n
IF i # j THEN
product = product*(x - x;)/(x; - X;)
ENDIF
END DO
sum = sum + product
END DO
Lagrng = sum
END Lagrng



